
| ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ 
| УРАВНЕНИЯ 



Н. М. МАТВЕЕВ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ 
УРАВНЕНИЯ 
Издание третье, дополненное 

Допущено Министерством высшего 

и среднего специального образования РСФСР 

в качестве учебного пособия для университетов 

Издательство «Вышэйшая школа» 

Минск 1968



Мат 33 

Матвеев Н. М. 

Дифференциальные уравнения. Изд. 3-е, доп. 
Минск, «Вышэйш. школа», 1968. 

348 с илл. 

В настоящем издании по сравнению с прежними усилены разде- 
лы, связанные с современными проблемами теории обыкновенных диф- 
ференциальных уравнений. 

Книга является единым руководством по изучению вопросов теорин 
обыкновенных дифференциальных уравнений и методов интегрирования. 
В каждой главе ‘приводится содержание соответствующей части курса 
и литература, даются развернутые методические указания (включа- 
ющие консиесктивное нзложение теории), задачи для самостоятельного 
решения. 

2-2-3_ 
25-68 517.2 



ОТ АВТОРА 

Эта книга является учебно-методическим пособием по. об- 
щему курсу дифференциальных уравнений для студентов уни- 
верситетов. Она может быть также использована в педагоги- 
ческих институтах, в высших технических учебных заведениях 
и лицами, самостоятельно изучающими теорию дифференциаль- 
ных уравнений. 

Основная цель данного пособия — организация учебного 
процесса студента-заочника. Книга должна компенсировать ему 
отсутствие лекций и практических занятий. Проработав весь 
материал, содержащийся в методических указаниях, с привле- 
чением учебника и решив все указанные задачи, студент-заочник 
приобретет требуемые знания по теории и навыки в решении 
примеров и задач, в результате он подготовится к изучению 
других дисциплин, в которых используются дифференциальные 
уравнения, получит представление об основных задачах общей 
теорни дифференциальных уравнений. 

Кпига состоит из восьми глав. Наиболее важными из них 
являются глава пятая, содержащая теоремы существования, и 
главы шестая и седьмая, посвященные линейным уравнениям 
и системам линейных уравнений. Во всех главах дается содер- 
жание соответствующей части курса и' литература, имеются раз- 
вернутые методические указания (включающие конспективное 
изложение теории с указаниями наиболее важных вопросов и 
пояснениями наиболее трудных мест, примеры, иллюстрирую- 
щие теорию, некоторые дополнительные вопросы и ссылки на 
литературу) и задачи для самостоятельного решения. 

Все определяемые понятия и формулировки теорем выделены 
курсивом. Для логического ударения используется разрядка. 

Книга составлена на основании опыта преподавания курса 
дифференциальных уравнений на заочном отделении матема- 
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тико-механического факультета Ленинградского государственно- 
го университета. 

При составленни пособия использована следующая литера- 
тура: 

Матвеев Н. М. Методы интегрирования обыкновенных 
дифференциальных уравнений. М., 1967. 

М атвеев Н. М. Сборник задач и упражнений по обыкно- 
венным дифференциальным уравнениям. Минск, 1967. 

Петровский И. Г. Лекции по теории обыкновенных диф- 
ференциальных уравнений. М., 1964. 

Понтрягин Л. С. Обыкновенные дифференциальные 
уравнения. М., 1961. 

Смирнов В. И. Курс высшей математики, т. 2. M., 1965. 
Степанов В. В. Курс дифференциальных уравнений. 

М., 1958. 
Филиппов А. Ф., Эльсгольц Л. Э. Дифференциаль- 

ные уравнения. (Методические указания.) М., 1960. 
Эльсгольц Л. Э. Дифференциальные уравнения. M., 

1957. | 

При ссылках на эти книги указывается только фамилия 
автора, причем ссылки на книги Н. М. Матвеева делаются со- 
ответственно так: Матвеев. Методы интегрирования; Матвеев. 
Сборник задач. 

Студенты-заочники изучают курс дифференциальных уравне- 
ний в течение двух семестров, прорабатывая в первом из них 
главы I—V, во втором — остальные. Каждый семестр они долж- 
ны представить по две контрольные работы (после изучения 
материала, содержащегося соответственно в главах [—П, III—V, 
УТ, УП У). Примерные темы контрольных работ содержатся 
в конце этой книги. Затем сдается зачет, состоящий из ауди- 
торной контрольной работы и собеседования. Для подготовки 
к зачету рекомендуется использовать «Вопросы и задачи для 
повторения», помещенные в книге: Н. М. Матвеев. «Сборник 
задач и упражнений по обыкновенным дифференциальным урав- 
нениям». После этого проводится коллоквиум по основным во- 
просам теории, и студенты сдают экзамен по всему курсу. 

В качестве основного руководства по теории дифференци- 
альных уравнений рекомендуется или книга Н. М. Матвеева 
«Методы интегрирования обыкновенных дифференциальных 
уравнений», или книга В. В. Степанова «Курс дифференциаль- 
ных уравнений», нли книга Л. Э. Эльсгольца «Дифференциаль- 
ные уравнения». Задачи составлены по книге. Н. М. Матвеева 
«Сборник задач и упражнений по обыкновенным: дифференци- 
альным уравнениям».
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В качестве дополнительной литературы следует пользоваться 
учебником И. Г. Петровского «Лекции по теории обыкновенных 
дифференциальных уравнений» и Л. С. Понтрягина «Обыкно- 
венные дифференциальные уравнения», а также книгой 
А. Ф. Филиппова «Сборник задач по дифференциальным урав- 
ненням» (М., 1961) (особенно важны задачи, отмеченные звез- 
дочкой), книгой К. К. Пономарева «Составление и решение 
дифференциальных уравнений инженерно-технических задач» 
(М., 1962), А. И. Киселева, М. Л. Краснова, Г. И. Макаренко 
«Сборник задач по обыкновенным дифференциальным уравне- 
ниям» (М., 1965) и книгой Э. Камке «Справочник по обыкно- 
венным дифференциальным уравнениям» (М., 1965). 

Данная работа органически связана с двумя нашими дру- 
гими книгами: «Методы интегрирования обыкновенных диффе- 
ренциальных уравнений» и «Сборник задач и упражнений по 
обыкновенным дифференциальным уравнениям». 

Автор будет весьма признателен всем лицам, которые найдут 
возможным сообщить в адрес издательства свои замечания и 
пожелания.





ВВЕДЕНИЕ 

1. Понятие о дифференциальном уравнении. Дифференци- 
альным уравнением называется равенство, содержащее незави- 
симые переменные, искомую функцию и ее производные. При 
этом независимые переменные всегда предполагаются веще- 
ственными, а рассматриваемые функции (если не оговорено 
противное) — вещественными и однозначными!. 
Порядок старшей производной, входящей в состав уравнения, 
называется порядком уравнения. Если независимая переменная 
только одна, то уравнение называется обыкновенным. В про- 
тивном случае оно называется уравнением с частными произ- 
водными. В теории дифференциальных уравнений изучаются 
также системы дифференциальных уравнений. 

Дифференцизльные уравнения имеют многочисленные и са- 
мые разнообразные приложения в других разделах высшей ма- 
тематики (например, в математической физике, вариационном 
исчислении и дифференциальной геометрии), в механике, фи- 
зике, астрономии и других естественных науках. Современное 
‘развитие техники также немыслимо без использования диффе- 
ренциальных уравнений. 

Примеры. 
1. Уравнение вида 

F(x, у, у, у”, cosy y™) =0 (1) 

есть обыкновенное дифференциальное уравнение п-го порядка. 
Здесь у — искомая функция от независимой переменной x; 
у, y”, ... y™ — производные от и. по x, а F — заданная функ- 

ция от своих аргументов. Если РГ. есть полином относительно 

' Дифференциальные уравнения с комплексными значениями не- 
зависимых переменных и HN функции изучаются в аналитической 
теории дифференциальных ‘уравнений.
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у’, y”, ..., y™, то наивысшая степень старшей производной 
называется степенью уравнения. 

В теории обыкновенных дифференциальных уравнений рас- 
сматривают главным образом уравнения, разрешенные относи- 
тельно старшей производной: 

у®) — | (х, у, у’, ... yr). (2) 

Если при этом функция | зависит от у, y’,..., И" линей- 
но, то уравнение (2) можно переписать в виде 

УЭ- ps (x) y+ ра (ху... риа (ху 
+Pn (x) y=F (x). (3) 

Такое уравнение называется линейным. Линейные уравнения 
обладают рядом замечательных свойств, благодаря которым 
теория линейных уравнений является наиболее развитым 
(и вместе с тем основным) разделом теории обыкновенных 
дифференциальных уравнений. 

2. Совокупность уравнений 

Pa(X, Yt, 2-5 Уп, У, - +5 И) =0, 
So (4) 
Fn(xX, Y1, -- 6 Yn; Yor eee у’) =0, 

где 11, .... Уп — искомые функции OT х, называется системой 
обыкновенных дифференциальных уравнений. Система уравне- 
ний, разрешенная относительно производных от искомых функ- 
ЦИЙ, 

y’ =Н (Хх, Yi, es ey Уп), 

и (5) 

y’ = (х, Yi, .. sy Yn) 

называется нормальной системой дифференциальных уравнений. 
Нормальная система вида 

у =Pu(xX) Yt... ЕР (Х) У" ЕЙ (Х), 
и (6) 

Y Pn (хуи... Е Рим (Хх) ув -Ь (x) 

называется линейной. Теория линейных систем составляет важ- 
нейшую часть теории систем обыкновенных дифференциальных 
уравнений. 

3. Уравнение вида 

O O и и) =0, 
0 (x, ...) Ат, и, Эх!’ ... OXn (7)
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ди ди 
где и — искомая функция от X%4, ..., Xn} =—, .... —— — частные 

производные от и по X%4, ..., Xn, а Ф — заданная функция от 
своих аргументов, является уравнением с частными производ- 
ными первого порядка. 

4. Уравнение вида 

O2u , Ou 3 

02 =“ дж’ (8) 

где и — искомая, функция от х и времени f¢, является уравне- 
нием с частными производными второго порядка. Такие урав- 
нения изучаются в курсе математической физики. 

2. Понятие о решении дифференциального уравнения. Основ- 
ная задача интегрирования дифференциального уравнения. 
Решением дифференциального уравнения (обыкновенного или 
с частными производными) называется функция, имеющая не- 
прерывные производные до порядка, равного порядку уравнения, 
и обращающая это уравнение в тождество. Решением системы 
дифференциальных уравнений (4) называется совокуп- 
ность п функций Y1, Yo, ..., Уп, имеющих непрерывные произ- 
водные 1 и обращающих все уравнения этой системы в тожде- 
ства. Кривая, соответствующая решению обыкновенного 
дифференциального уравнения (или системы обыкновенных диф- 
ференциальных уравнений), называется интегральной кривой 
этого уравнения (или системы уравнений). Решению 2=г(х, у) 
дифференциального уравнения с частными производными 

Oz =) 
w(x, у, с, ay бу = (9) 

соответствует некоторая поверхность в пространстве (xX, y, 2). 
Эта поверхность называется интегральной поверхностью урав- 
нения (9). Согласно сделанному предположению относительно 
непрерывной дифференцируемости решений, все рассматривае- 
мые интегральные кривые и интегральные поверхности счита- 
ются гладкими. 

Процесс нахождения решений дифференциального уравнения 
называется интегрированием этого уравнения. В теории диффе- 
ренциальных уравнений изучаются методы интегрирования диф- 
ференциальных уравнений. Основная задача интегри- 
рования дифференциального уравнения со- 
стоит в нахождении Всех решений этого 
уравнения и изучении их свойств. 

1 Такие функции называются непрерывно дифференцируемыми.
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Примеры. 
1. Уравнение 

у’ =2х (10) 

имеет семейство решений 

у=х?-Е С, (11) 
где С — произвольная постоянная, которая в данном случае 
может принимать всевозможные числовые значения. Например, 
решениями будут 

y=x?(C=0); уи=л-+1(6С=1); y= x*?—1(C=—1) ит. д. (12) 

Все решения уравнения (10) содержатся в формуле (11). 
Интегральными кривыми уравнения (10) являются параболы 

y (рис. 1). В этом примере все реше- 
| ния представляют собой элемен- 

тарные функции. 
2. Все решения уравнения 

NA y= sin x (13) 

Xx 

содержатся в формуле 

y= J PX aete. = (14) 
x 

Здесь решения не являются эле- 
ментарными функциями. Но они 

Рис. J. выражаются через неопределенный 
интеграл от функции, входящей в 

данное уравнение. В подобных случаях говорят, что уравнение 
проинтегрировано в квадратиурах \. 

Будем говорить, что уравнение интегрируемо в конечном 
виде, если оно интегрируемо в элементарных функциях или в 
квадратурах. 

3. Уравнение 

y= Py? (15) 

не интегрируется в конечном виде (см. гл. I, п. 19, пример 1). 
4. Все решения уравнения 

содержатся в формуле ` 
Y= Сах"—1--Сохт-2-- eo. +CnixtCn, (17) 

1 Квадратурой называется операция взятия неопределенного интеграла.
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где Cy, ..., Cn — произвольные постоянные. Заметим, что число 
произвольных постоянных, входящих в семейство решений (17), 
равно порядку уравнения (16). 

5. По данному семейству функций (кривых), зависящему 
от п произвольных постоянных, можно при известных условиях 
составить дифференциальное уравнение, для которого последние 
будут решениями (интегральными кривыми). Для этого нужно 
продифференцировать уравнение семейства п раз по х и исклю- 
чить из него и полученных п уравнений произвольные постоян- 
ные. Полученное уравнение называется дифференциальным 
уравнением данного семейства. Оно выражает собой. общее 
свойство функций (кривых) семейства. 

6. Уравнение с частными производными 

Oz Oz 

имеет решение 
z= + y?. — (19) 

Действительно, заменяя в эгом уравнении 2 Ha х2--у2, полу- 
чаем тождество у. 2х—х . 2у= 0. Решением уравнения (18) будет 
также 

2=Е(х?- у), (20) 

где F(u) (и=л?--у?) — произвольная непрерывно диффе- 
ренцируемая функция оти (почему?). Можно. показать, что 
все решения уравнения (18) содержатся в формуле (20). 
Например, решение (19) получается при Е(и)==и. Интеграль- 
ными поверхностями уравнения (18), соответствующими реше- 
ниям (20), являются поверхности вращения с осью вращения Oz 
(почему?). 

3. Задача Коши. В теории дифференциальных уравнений 
и для ее приложений исключительно большое значение имеет 
задача, в которой ищется решение 

у=у(х) (21) 
дифференциального уравнения (1), удовлетворяющее дополни- 
тельным условиям, состоящим в том, что решение (21) должно 
принимать вместе со своими производными до (п—1)-го no- 
рядка заданные числовые значения Yo, у, Les yor) при задан- 

ном числовом значении хо независимой переменной X: 

Y=Yo, ИУ)... YP VSYO) при X= Жо. (22) 

Такая задача называется задачей Коши или начальной задачей, 

условия (22) — начальными условиями, а числа Xo, Yo, Yur cc 

yo) — начальными данными решения (21).
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В случае п=1 имеем одно начальное условие: 

Y=Yo при Х=хо или Y (Xo) = Ио. (23) 

Геометрически речь идет о нахождении интегральной 
кривой (21), проходящей через заданную точку Mo(Xo, Yo) 
(рис. 2). 

Задача Коши распространяется на систему обыкновенных 
дифференциальных уравнений и на уравнения с частными 

производными. 
4 Для системы (4) задача Коши 

Yy=Yy) состоит в нахождении решения 

И = (х), Уз==у2(Х), 5 
Lo Yn=Yn(X), (24) 

и для которого 

° Yi=Y, Yo=Y), ..., Yn HY) 
0 —т при Х=Хь, (25) 

re Xo, y, У, ..., y) — заданные 

числа. Геометрически речь идет о 
нахождении интегральной кривой 

Рис 2 (24), проходящей через заданную 
точку (Xo, И®, y%, ..., y). 

В задаче Коши для уравнения (9) ищется решение 

2—2 (х, у), (26) 

удовлетворяющее начальному условию: 

z=(y) при х= хо, (27) 
Где хо — заданное число, а p(y) — заданная непрерывно диф- 
ференцируемая функция. Геометрически здесь ищется 
интегральная поверхность (26), проходящая через заданную 
кривую Z=Q(Y), х=хХо, лежашую в плоскости X—Xo. 

В теории дифференциальных уравнений устанавливаются 
достаточные условия существования и единственности решения 
задачи Коши, изучаются свойства решений задачи Коши и ука- 
зываются способы фактического решения ее, в том числе спо- 
собы приближенного решения. 

Как сами дифференциальные уравнения, так и задача Коши 
допускают соответствующие механические истолкования, обу- 
словливающие многочисленные приложения дифференциальных 
уравнений к решению задач механики. 

Примеры. 
1. Найти решение уравнения (10), удовлстворяющее началь- 

ному условию: 
y=2 при х=1|, (28)
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т. е.. найти интегральную кривую уравнения (10), проходящую 
через точку Мо (1, 2) (рис. 3). 

Заменяя в формуле (11), содержащей все решения урав- 
пения (10), переменные х и Y их начальными значениями 1-H 2, 
находим: 2=1--С, откуда С=1. Подставляя найденное значе- 
ние С в формулу (11), получаем , 

y=x+1. (29) 

Эта парабола (рис. 4) и есть искомое решение. Оно един- 
ственно. 

у 

y=r%l 

Mo 
2 2 Мо 

0 7 ~* —— 7 tel 

Puc. 3. Puc. 4, 

2. Найти решение уравнения (18), удовлетворяющее началь- 
ному условию: 

z=y" при х=0, (30) 

или, что то же, найти интегральную поверхность уравнения (18), 
проходящую через параболу z—y*?, х=0, лежащую в плоскости 
x=0 (рис. 5). 

Искомым решением будет функция (19). Геометрически ему 
соответствует параболоид вращения (рис. 6) с осью враще- 
ния Oz. 

4. Понятие о краевой задаче. Наряду с задачей Коши боль- 
шое значение имеет задача, где дополнительные условия, кото- 
рым должно удовлетворять искомое решение уравнения (1) 
при п—2, задаются не в одной точке, как в случае задачи Коши, 
а на концах некоторого интервала и ищется решение, опре- 
деленное внутри этогс интервала. Такая задача называется 
краевой или граничной задачей.
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Для ‘уравнения второго’ порядка 

F(x, у, y’, у") =0 (31) 

в простейшем случае краевые условия имеют вид. 

“ ужи при х=хо У=а при x— xX. (32) 

я 
2 

#=у2 

z= rey 

оу ШИ 
0 — < -у 

x 
Хх 

Рис. 5. Рис. 6. 

Геометрически здесь речь идет о нахождении интег- 
ральной кривой 

у=у(х), (33) 
соединяющей две заданные точки Мо (х, и) и М! (ха, и). 

Пример. Решением уравнения 

y"+ry—), (34) 
удовлетворяющим краевым условиям 

y=1 при х=0; у=0 при x= о, (35) 

будет (рис. 7) 

л 
y=cos х( 0<x< =). (36) 

5. Распределение основного материала по главам. В настоя- 
щей книге материал расположен следующим образом. Главы 
I—IV содержат основные понятия и определения и элементар- 
ные методы интегрирования, относящиеся к обыкновенным диф- 
ференциальным уравнениям и системам обыкновенных диффе- 
ренциальных уравнений общего вида. Проработка этих глав 
подготавливает студента к усвоению главы V, которая содержит 
доказательство основных теорем существования и изложение
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общих свойств решений по свойствам функций, входящих в со- 
став уравнений независимо от их интегрируемости в. конечном 
виде. В последующих VI—VII главах рассматриваются общая 
теория и методы интегрирования линейных уравнений, высшего 
порядка и систем линейных уравнений. При этом существенно 
используются общие теоремы существования и единственности. 
Глава УП содержит вопросы, относя- 
щиеся к уравнениям с частными про- у 
изводными первого порядка и непо- 
средственно примыкающие к теорни 
систем обыкновенных дифференциаль- 
ных уравнений. > 

В результате изучения курса диф- 
ференциальных уравнений студент — 
должен: 

1) усвоить основные понятия и 
определения; 

2) отчетливо знать формулировки 
и доказательства основных теорем су- Рис. 7. 
ществования и единственности, уметь 
применять их к конкретным, дифференциальным уравнениям; 

3) овладеть общей теорией линейных уравнений и линейных 
систем и методами нахождения их решений; a 

4) усвоить элементарные методы интегрирования и приобре- 
сти навыки как в решении примеров (в которых требуется най- 
ти все решения данного уравнения, решить задачу Коши 
или краевую задачу и изучить свойства найденных решений), 
так и в решении задач на составление дифференциальных урав- 
нений; 

5) уметь интегрировать простейшие уравнения с частными 
производными первого порядка и решать задачу Коши; 

6) иметь представление об основных задачах и важнейших 
проблемах общей теории обыкновенных дифференциальных 
уравнений. 
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ОБЫКНОВЕННЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
ПЕРВОГО ПОРЯДКА, РАЗРЕШЕННЫЕ ОТНОСИТЕЛЬНО 

ПРОИЗВОДНОЙ. 
УРАВНЕНИЯ, ИНТЕГРИРУЕМЫЕ В КВАДРАТУРАХ 

СОДЕРЖАНИЕ 

$ 1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ 

1. Различные формы записи уравнения и задания его реше- 
ний. 2. Геометрическое истолкование уравнения и его решений. 
3. Механическое истолкование уравнения и его решений. 4. За- 
дача Коши. 5. Достаточное условие существования решения 
задачи Коши. 6. Достаточные условия существования и един- 
ственности решения задачи Коши. 7. Общее решение, общее 
решение в форме Коши, общий интеграл, общее решение в па- 
раметрической форме. 8. Частное решение. 9. Особое решение. 
10. Понятие об интеграле. 

$ 2. УРАВНЕНИЯ, ИНТЕГРИРУЕМЫЕ В КВАДРАТУРАХ 

11. Уравнение, не содержащее искомой функции. 12. Урав- 
нение, не содержащее независимой переменной. 13. Уравнение 
с разделяющимися переменными. 14. Однородное уравнение. 
15. Обобщенное однородное уравнение. 16. Линейное уравнение. 
17. Уравнение Бернулли. 18. Уравнение Дарбу. 19. Уравнение 
Риккати. 20. Уравнение в полных дифференциалах. 21. Интегри- 
рующий множитель. 

$ 3. ЗАДАЧИ 

ЛИТЕРАТУРА 

Основная 

Матвеев. Методы интегрирования. Введение, гл. I, пп. 1—43, 46—65. 
Степанов, гл. |, $ 1 (до второго абзаца стр. 14), § 2, 3 (до стр. 32), 

$ 4 (исключая примечания [и 2), 6 6; гл. II, § 1, стр. 57—58, 68 (п. 5), 
$ 3; гл. Ш, $ 4, erp. 120—123. 
т ц. Введение, гл. I, $ 1—5, 6 6, стр. 28—29, 35—38 (теоремы 

и
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Дополнительная 

Степанов, гл. I, 63 (п. 3), § 4 (прим. 1), § 6 (начиная с примечания); 
гл. ИТ, § 4 (последний абзац на стр. 123 и стр. 124). 

Петровский, гл. [—П. 
Понтрягин, гл. I, $ 1—2. 

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ ! 

$ 1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ 

1. Обыкновенное дифференциальное уравнение первого по- 
рядка, разрешенное относительно производной, всегда можно 
записать в виде 

ау Я — ( 
dx i (x, у), (1) 

где {(х, у) — заданная функция. своих аргументов, которую мы 
предполагаем однозначной и непрерывной в зтассматри- 
ваемой области. Эту форму записи уравнения будем называть 
нормальной. 

Простейшим из уравнений в нормальной форме и вместе 
с тем простейшим дифференциальным уравнением первого по- 
рядка является 

= T(x). (2) 

Решением уравнения (1) в интервале (а, 5)? называется 
функция у=иу(х), определенная и непрерывно дифференцируе- 
мая в этом интервале и обращающая уравнение (1) в тож- 
дество 

У’ (x) =Нх, у(х) | (a<x<b). (3) 
Если существует такое число с, что 

f(x, с) =0 (а<х< в), 

то уравнение (1), очевидно, имеет решение 

у=с(а<х<5). 

Наряду с уравнением (1) всегда следует рассматривать так 
называемое переверниутое уравнение 

dx ] (12) 
— = , 

dy f(x, у) 
1 Номера пунктов в методических указаниях совпадают с номерами 

пунктов содержания. 
2 Аналогично определяется решение в интервалах [а, 6], [а, 6), (а, 6], 

а также в интервалах, бесконечных в одну или обе стороны. 
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используя его в окрестности тех точек плоскости (х, у), в кото- 
рых функция [(х, у) обращается в бесконечность. Совокупность 
этих точек мы будем присоединять к области определения урав- 
нения (1), а решения х=х(у) уравнения (1’) — к решениям 
уравнения (1). 

Если [(х, И) не обращается в рассматриваемой области 
в бесконечность, то уравнения (1) и (1’) равносильны в этой 
области, т. е. имеют в ней одни и те же решения. 

Уравнение 

dy—f(x, y)dx=0 (4) 
равносильно уравнениям (1) и (1’). 

Уравнение более общего вида 

М (x, y)dx-+-N (x, y)dy=0 (5) 

равносильно уравнениям 

ау _ М (ху) ах _ N(x, у) (6) 

ах N(x,y)’ у Му. 
В точках (х, Yo), где М (хо, yo) =М (xe, Yo) =0, ни одно из пос- 
ледних уравнений не задано: их правые части обращаются 

0 
в неопределенность вида >" Будем считать, что и уравнение (5) 

не задано в этих точках. Относительно функций М и М№ будем 
предполагать, что они непрерывны в рассматриваемой области. 

Уравнение 

dx dy 

X(x,y) — -¥ (x,y) 
называется уравнением в симметрической форме. 

Из указанных форм записи уравнения первого порядка, раз- 
решенного относительно производной, важнейшими являются 
формы (1) и (5). Заметим, что в уравнении (1) искомой функ- 
цией считается у, в уравнении (1”’} x, а в уравнения (4), 
(5) и (7) переменные x и у входят равноправно. 

Решая вопрос об интегрируемости данного уравнения в ко- 
нечном виде, нужно использовать различные формы записи 
уравнения, рассматривая в качестве искомой функции как Y, 
так и X. 

Решение дифференциального уравнения (1) может быть за- 
дано не только явно: у=иу(х), но ив неявном виде (т. е. 
в виде, не разрешенном относительно и): 

M(x, и) =0. (8) 

(7)
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Иногда решение получают также в параметрической 
форме: 

x= X(t), У=у(Р) (a<t<B). (9) 
Пример 1. Функция 

y= y |-# (-1<х<| (10) 

является решением уравнения 

x | 
у=— —. (11) 

у 

Это же решение можно задать в неявном виде 

x2+y?2=1 ‘(y>0) (12) 

и в параметрической форме 

x=cost, y=sint (0<t<n). (13) 

Пример 2. Интегральными кривыми уравнения. 

ау’ у 
ах x (14) 

являются полупрямые, выходящие из начала координат 

y=kx (х=0); х=0 (y #0). (15) 

2. Дифференциальное уравнение (1) вместе с перевернутым 
уравнением (1’) задает на плоскости (х, у) так называемое 
поле направлений, если через каждую точку (x, у) (рис. 8), 
в которой задано уравнение (1), провести отрезок, образующий 
с осью Ох угол a, где tg а=[(х, у), и если считать, что в точ- 
ках, где [(х, у) обращается в бесконечность, направление поля 
параллельно оси Оу. Интегральная кривая y=y(x) [х=х(и)] 
обладает тем свойством, что в каждой ее точке (рис. 9) на- 
правление касательной совпадает с направлением поля в этой 
точке. 

Если правая часть уравнения (1) обращается в точке (хо, Yo) 

в неопределенность вида 0° то будем говорить, что в этой точке 

поле не определено. Это не исключает существования 
интегральных кривых и==и(х) [х=х(и)], примыкающих к точке 
(хо, Yo), т. е. обладающих свойством у(х)—уо при х—хо[х (у) хо 
при y—>Yo|. Относительно существования и направлений каса- 
тельных к этим интегральным кривым в такой точке (хо, Yo) 
в общем случае ничего заранее сказать нельзя. 

_В силу сделанного предположения относительно непрерыв- 
ности f(x, y) поле направлений, определяемое уравнением (1), 
тоже непрерывно, т. е. в достаточно близких точках направле-
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ния поля отличаются сколь угодно мало. Так как [(х, у} одно- 
значна, то интегральные кривые не могут пересекаться, но ка- 
сание их не исключено. Изломов интегральные кривые иметь 
не могут. 

Линия, в точках которой направление поля одно и то же, 
называется изоклиной дифференциального уравнения. Изокли- 
нами являются линии, определяемые уравнениями 

[(х, y)=k (k=const); ==0. (16) 
1 

i (x, у) 

Puc. 8. Puc. 9. 

Касательные к интегральным кривым в точках изоклин 
f=0, [= с, f=1 и f=—1 образуют с положительным направ- 

пл л 
лением оси Ох соответственно углы 0, и: ri. Изоклина 

может быть одновременно и интегральной кривой. 

Пример 3. Изоклинами уравнений 

] 1 Y у 

у=х-у?; у=2х; y= К Y= x= — 
yj 1-# 2y x? x 

соответственно будут 

x24+y2=k (Е>0, при k=O изоклина вырождается в точку х=0, у=0); 

х=а; х=а (|а|<1); y=b; у=Ах? (x #0), х=0 (Y #0); (18) 
у=Ех (х=0), х=0 (у=0). | 

Линия, каждая точка которой является точкой экстремума 
ИЛИ ТОЧКОЙ перегиба проходящей через нее интегральной Кри- 

вой, называется соответственно линией экстремумов или линией 
точек перегиба.
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Пример 4. Для уравнения у’=2х линией экстремумов, а именно линией 
минимумов будет х=0 (ось Оу) (см. рис. 1) (y’ обращается в нуль при 
х=0 и меняет знак с минуса на плюс). Все интегральные кривые вогиуты 
вверх (/”>0), так что линий точек перегиба нет. 

Пример 5. Уравнение y’=3x? не имеет линий экстремумов, ибо все 
решения возрастают при всех x(y’ не меняет знака). Линией точек пере- 
гиба будет х=0 (рис. 10) (y” обращается в нуль при х=0 и меняет знак). 

Построив достаточно «густое» 
семейство изоклин данного диффе- у 
ренциального уравнения, можно по- | 
лучить некоторое представление о 
семействе интегральных кривых. 
Это представление будет более 
полным, если определить области и | 
возрастания и убывания интеграль- -х 
ных кривых, изучить направление aw 
вогнутости и построить линии экс- 
тремумов и линии точек перегиба\. 

3. Пусть точка М движется по 
оси Ох, причем скорость движения 
есть известная функция от времени 
[ и положения точки М, которое Рис. 10. 
определяется одной координатой х. 
Обозначив эту функцию через f(t, x), приходим к дифферен- 
циальному уравнению 

dx 

dt x) 

Всякое решение x=<X(t) выражает собой вполне определен- 
ный закон движения точки М. Мы будем называть решение 
х=х(Р) движением, определяемым уравнением (19). 

В случае, когда существует такое число хо, что 

f(t, х) =0 
при всех рассматриваемых значениях времени 7, TO ypaBHe- 
ние (19) имеет решение 

X= №. 

Движение, соответствующее этому решению, называется 
состоянием покоя. 

Если скорость движения зависит только от { или только 
ст X, то получаются более простые дифференциальные уравне- 
ния движения точки М: 

1+ Эльсгольц, стр. 11, пример 4.
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“=i; Sate. (20) 
4. Задача нахождения решения y=y(x) уравнения (1), 

удовлетворяющего начальному условию 
Y=Yo При Xx—Xo, (21) 

Где Xo И Yo— заданные числа, называется задачей Коши или 
начальной задачей. | 

Задача Коши имеет простое геометрическое и механическое 
истолкование. Геометрически, как уже говорилось во введении, 
речь идет о нахождении интегральной кривой, проходящей че- 
рез заданную точку Мо (хо, yo). Чтобы дать механическое истол- 
кование задачи Коши, обратимся к уравнению (19). Здесь 
‘задача Коши состоит в нахождении движения х=х(Г), опреде- 
ляемого этим уравнением и удовлетворяющего начальному 
условию 

X=Xo при #=&, (22) 

т. е. ищется такое движение, в котором точка занимает задан- 
ное положение ху в заданный момент времени Ц. 

Будем говорить, что решение задачи Коши с начальными 
данными хо, Yo единственно, если существует такая окрестность 
точки Xo, ЧТО: 1) в этой окрестности определено решение с Ha- 
чальными данными Xo, Yo; 2) не существует другого решения 
с начальными данными Xo, Yo, определенного в той же окрест- 
HOCTH. | 

Задачи нахождения решения с начальными данными Xo, Yo, 
при которых уравнение не задано в точке (хо, Yo), но задано 
в окрестности ее, или же начальные данные не являются ко- 
нечными числами, будем называть особыми случаями задачи 
Коши. Здесь ищется решение y=y(x)[x=x(y)], обладающее 
СВОЙСТВОМ 

уи(х) > при хх [х(и)—№ при у]. (21’) 

Во всех случаях задачи Коши основными вопросами явля- 
ются вопросы о существовании, единственности и свойствах 
решения. Ответ на эти вопросы имеет принципиальное значение 
независимо от возможности фактического нахождения решения 
в том или ином виде. 

Прежде чем решать конкретную задачу Коши, студент 
должен уяснить себе, с каким случаем задачи Коши он имеет 
дело — с основным или с особым, и исследовать вопрос о суще- 
ствовании и единственности решения. 

5. Для существования решения задачи Коши достаточно, 
чтобы правая часть уравнения была непрерывна в окрестности 
начальной точки, причем решение будет определено (и непре-
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рывно дифференцируемо) в общем случае лишь в некоторой 
окрестности начального значения независимой переменной. 
А именно имеет место следующая теорема. 

Теорема Пеано. Если правая часть уравнения (1) 
определена и непрерывна в прямоугольнике (рис. 11) R: 

|x—x0| <a; | y—yo| SO, (23) 

J 
} 

у 
4+6 г 

Yo 
с —х 

4-6 
—х 

0 з = Хо © чз 
1 | + + 

эн Hn 

Рис. 11. Рис. 12. 

где аи b — заданные положительные числа, и, следовательно, 
ограничена в нем, т. е. 

|1 (х, y)|<M, (24) 
где М — постоянное положительное число, а (х, у) — любая точка 
из Ю, то уравнение (1) имеет хотя бы одно решение 

удовлетворяющее начальным условиям (21), заведомо опреде- 
ленное (и непрерывно дифференцируемое) в интервале 

|Х—№ |<A, (26) 
b 

где h есть наименьшее US чиселанц М: 

h—=min (a >} 97) 
—_ ’ M ° ( } 

Единственности решения теорема Пеано не гарантирует. 

Пример 6. Уравнение 

у=2уу| (28) 

имеет непрерывно дифференцируемое решение с любыми пачальными дан- 
HbIMH Хо, Yo, Так как правая часть непрерывна на всей плоскости (x, у). Но 
единственность решения при любых начальных данных не гарантируется.
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Так, если взять X»=Yo=0, то нетрудно убедиться, что единственность на- 
рушена, ибо через начало ‘координат (рис. 12), очевидно, проходит решение 
у=0 (ось Ох) и интегральные кривые: 

—х?, x < 0, 0, x <0, — x?, x <0, 

(29) 
x2, x>0; х?, x>0; 0, x>0. 

6. Основной теоремой, обеспечивающей не только существо- 
вание, но и единственность решения задачи Коши, является 
теорема Пикара. Дадим упрощенную формулировку этой тео- 
ремы, удобную для применения и достаточную для целей настоя- 
щей главы. 

Теорема Пикара. Если правая часть уравнения (1) 
определена в области Ю и удовлетворяет в ней двум условиям: 

1) f(%, у) непрерывна; 

2) Oy существует и ограничена: 

Of — |< 30 

где К — постоянное положительное число, TO уравнение (1) 
имеет единственное решение (25), удовлетворяющее начальному 
условию (21), заведомо определенное (и непрерывно Oudde- 
ренцируемое) в интервале (26). 

Пример 7. Пусть дано уравнение 

ау = =Ag(x)y® + А, (х)у"-1+... tAn_is(xX)y+An(X), (31) 

где п — целое положительное число. 
Здесь правая часть есть полином относительно у. Предположим, что 

его коэффициенты А»(х) непрерывны в интервале (а, 6). Тогда при 
любом Yo и при всяком хо из интервала (a, 6) существует единственное ре- 
шение у=у(х), удовлетворяющее начальным условиям (21). Это следует 
из того, что можно построить прямоугольник вида (23) с центром в точке 
(Xo, Yo), в котором будут выполнены оба условия теоремы Пикара. 

Если коэффициенты А»(х) непрерывны при всех х, TO хо тоже можно 
задавать совершенно произвольно. В частности, это имеет место, если эти 
коэффициенты А»(х) суть полиномы. Заметим, однако, что даже в этом 
случае решение у=у(х) определено, в общем случае не при всех х, а лишь 
в некоторой окрестности начального значения независимой переменной. Так, 
для уравнения y’=y? решением, удовлетворяющим начальному условию 

| 
y=1 при х=0, является y= . Это решение определено не при всех х, 

, —x 
а только в интервале (— с, 1). 

Пример 8. Оценить, пользуясь теоремой Пикара, область существования 
решения уравнения 

у=х+ у] х|<2, |y|<2), (32) 
удовлетворяющего начальному условию: 

y=0 при х=0. (33)
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Искомое решение сущесгвует и единственно, ибо правая часть уравне- 
ния (32) есть полином относительно x и у. Найдем fh. Имеем: , 

2 | 

Существование решения обеспечено теоремой Пикара лишь в интервале 

|х| < 1 

Иногда решение задачи Коши для уравнения y’=/(x, и) 
удается угадать. Тогда, если начальные данные хо, Yo неособые, 
т. е. в окрестности начальной точки выполнены условия теоремы 
существования и единственности, угаданное решение и будет 
единственным искомым решением. В этой связи всегда следует 
проверить, не является ли уже у=у решением уравнения. 

Пример 9. Найти интегральную кривую уравнения 

y’=sin (xy), (34) . 
проходящую через начало координат. | 

Очевидно, что у=0 (ось Ох) является искомой интегральной кривой. 
В силу единственности других решений нет. 

Заметим, что в конечном виде уравнение (34) не интегрируется. 
Пример 10. Найти решение уравнения 

/ 2 г 

y ary (35) 

с начальными данными Хо=0, Yo=l. 
Искомым решением будет х=0 (ось Оу). Других решений нет (почему?). 
Пример 11. Установить область существования и единственности для 

уравнения 

у=2] у. (36) 
of 1 

Здесь правая часть определена и непрерывна при у>0; — = —— cy- 

oy yy 
ществует и непрерывна при y>O. Следовательно, областью существования 
и единственности решения задачи Коши является верхняя полуплоскость 

(y>0). 

7. Обычно в результате интегрирования дифференциального. 
уравнения первого порядка получают не одно решение, а семей- 
ство решений (семейство интегральных кривых), зависящее от 
одной произвольной постоянной С. Если это семейство задано. 
в виде 

у=ф(х, С); D(x, у, С) =0; х=Ф(Ь С), y=p(t, С) 
(¢ — параметр), (37) 

то оно называется соответственно общим решением, общим ин- 
тгегралом (общим решением, заданным в неявном виде) или 
общим решением в параметрической форме. 
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Дадим строгое определение общего решения уравнения (1). 
Пусть О есть некоторая область на плоскости (x, у), через 
каждую точку которой проходит одна, и только одна, интеграль- 
ная кривая уравнения (1). (Например, можем предполагать, 
что в окрестности каждой точки области D выполнены условия 
теоремы Пикара.) 

Определение?. Функция 

y= (x, C), (38) 

определенная в некоторой области изменения переменных хи С 
и непрерывно дифференцируемая относительно х, называется 
общим решением уравнения (1) в области О, если она удовле- 
творяет двум условиям: 

1) равенство (38) разрешимо в области D относительно 
произвольной постоянной С: 

C= (x, 9); (39) 
2) функция (38) является решением уравнения (1) при всех 

значениях произвольной постоянной С, доставляемых форму- 
nou (39), когда точка (x, у) пробегает область О. 

Пример 12. Проверить, что функция 

y=(x+C)? (х>-С) (40) 

является общим решением уравнения (36), 

у=2 уу, 

в верхней полуплоскости (y>0). | 
Прежде всего нужно убедиться, что верхнюю полуплоскость можно 

брать в качестве области О. Это уже показано в примере 5, п. 6. 
Проверим теперь выполнение условий 1 и 2. Равенство (40) разрешимо 

в верхней полуплоскости относительно С: 

C= Vy-* (41) 

так что условие | выполнено. Условие 2 тоже выполнено, ибо функция (40) 
является решением уравнения (36) при любом С: 

2(x+C) =2Y(x+C)? (x+C>0). (42) 

Общему решению (40) геометрически соответствует семейство полу- 
парабол, изображенное на рис. 13. 

1 Так что область D есть множество начальных данных, причем 
такое, что решение задачи Коши с этими начальными данными существует 

и единственно. Не следует смешивать область О с интервалом 
существования решения конкретной задачи Коши с начальными дан- 
ными из области ВБ. , 

2 Приводимое определение общего решения принадлежит Н. П. Epyrnuy 
(см. Матвеев. Методы интегрирования, стр. 28). Существуют и другие 
определения общего решения (см., например, Петровский, стр. 13).
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Зная общее решение в области D, легко получить из него 
решение задачи Коши с любыми начальными данными Xo, Yo 
из области D. Действительно, подставляя в формулу (38) 
вместо х и у числа хо и Yo, получим 

/и=Ф(Хо, С). (43) 

Это равенство разрешимо относительно С: 

| С = (Xo, Yo) = Co. (44) 

Подставляя найденное значение С в формулу общего решения, 
получим 

у=Ф(х, Co). (45) 
Эта функция и есть искомое peuleHHe!. Других решений нет. 

у 
| 

о 

Yo 

Рис. 13. Рис. 14. 

Пример 13. Найти решение уравнения (36) 

у=2] у, 
удовлетворяющее начальному условию 

Y=Yo>0 при x=Xp, (46): 

пользуясь формулой общего решения (40). 
Следуя указанному выше способу, имеем: 

ув = (%+С); С=Уу-ж= Си; у=(х+Со)? (х>-С%). (47). 

Искомым решением будет полупарабола (рис. 14) 

Y= (х+ Y Yo—%o)? (X>Xo— У). (48) 

Общее решение вида 

у=ф(х, Хо, Yo), (49) 

где хо фиксировано, а Yo (значение искомой функции у при 
Х—=^) играет роль произвольной постоянной, называется общим 
решением в форме Коши. 

1 Ибо она является решением уравнения (1) и Ф(хо, Со) =Yo. 
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Так, в примере 2 функция (48) будет общим решением уравнения (36) 
в верхней полуплоскости в форме Коши, если фиксировать хо и считать Yo 
произвольным (при Хо==0 произвольная постоянная Yo есть отрезок, отсе- 
каемый интегральной кривой на оси Оу). 

Если правая часть уравнения (1) удовлетворяет обоим усло- 
виям теоремы Пикара в прямоугольнике А с центром в началь- 
ной точке (Xo, Yo), то можно указать такой прямоугольник с 
центром в той же точке, лежащий внутри К, в котором будет 
существовать общее решение уравнения (1) в форме Коши 
(см. ниже, гл. V, § 3). 

Знание общего решения в форме Коши даст возможность 
получать решение любой конкретной задачи Коши простой 
заменой Yo заданным начальным значениям искомого решения 
при х=л и изучать зависимость решения задачи Коши от на- 
чального значения искомой функции. 

8. Решение у=у(х) называется частным, если в каждой 
его точке сохраняется единственность решения’ задачи Коши. 
Решение, содержащееся в формуле общего решения (38), т. е. 
получающееся из нее при конкретном (допустимом) числовом 
значении произвольной постоянной (включая со), является 
частным решением. Решение задачи Коши, полученное из 
общего решения по методу п. 7, всегда является частным ре- 
шением. 

9. Решение, в каждой точке которого нарушается единствен- 
ность решения задачи Коши, называется особым. 

Если правая часть уравнения (1) удовлетворяет во всей 
области задания условиям теоремы Пикара, то это уравнение, 
очевидно, не имеет особых решений. 

В частности, уравнение с полиномиальной правой частью 
заведомо не имеет особых решений. Уравнение, правая часть 
которого есть отношение полиномов, и уравнение M(x, у) ах- 
+N(x, у)4у=0, где М и М — полиномы относительно x и 1, 
также не имеют особых решений. 

Если в уравнении (1) функция [(х, у) непрерывна по хиу 
H имеет частную производную по у (ограниченную или нет), 
то особыми решениями могут быть только те кривые у=ф(х), 

во всех точках которых > обращается в бесконечность: 

д 
ot = со. (50) 
OY | y=qx) 

Будем называть такие кривые подозрительными на особое ре- 
шение! по аналитическому виду правой части уравнения. 

: Вообще, кривой, подозрительной на особое решение, мы будем назы- 
вать всякую кривую, которая, по тем или иным соображениям, может ока- 
заться особым решением, но не обязательно является таковым. 
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Если кривая у=Ф(х) будет решением данного дифференци- 
ального уравнения и в каждой точке этого решения нарушается 
единственность решения задачи Коши (т. е. через каждую точку 
(Xo, Yo) этого решения проходит не одна интегральная кривая), 
то она будет особым решением. 

Кривые, подозрительные на особое решение, можно также 
искать по аналитическому виду семейства интегральных кривых, 
зависящего от одной произвольной постоянной С. 

Предположим, что уравнение (1) допускает однопараметри- 
ческое семейство интегральных кривых 

@(x, и, C)=0, (51) 

где С — параметр. Предположим, что это семейство кривых 
имеет огибающую, т. е. такую кривую, которая в каждой своей 
точке касается хотя бы одной кривой семейства (51) и ни на 
каком участке не совпадает с одной из кривых семейства (51)1. 
Очевидно, что огибающая семейства интегральных кривых (51) 
уравнения (1) является решением этого уравнения и притом 
особым (почему?). 

В дифференциальной геометрии доказывается, что при из- 
вестных предположениях как относительно семейства кривых, 
так и относительно огибающей последней может быть только 
дискриминантная кривая, т. е. кривая, определяемая уравне- 
нием семейства, и уравнением, полученным дифференцированием 
его по параметру. Дискриминантная кривая семейства интег- 
ральных кривых определяется из системы 

Op 
‚И=ф(х, С), O= 9С (52) 

ИЛИ 

M(x, у, С) =0, oe =0. (53) 

Найдя дискриминантную кривую, нужно проверить, будет ли 
она (или ее часть) огибающей данного семейства (или части 
его). 

Отметим, наконец, что особым решением могут оказаться 
решения, теряемые в результате преобразований данного диф- 
ференциального уравнения, которые выполняются в процессе 
его интегрирования. Например, при делении обеих частей урав- 
нения на некоторую функцию &(х, у) мы можем потерять реше- 
ния, обращающие эту функцию в нуль. 

' См. Петровский, стр. 109—113; Г. М. Фихтенгольц. Курс 
дифференцнального и интегрального исчисления. M., 1947, стр. 620—628.
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Решая задачу Коши, нельзя ограничиваться нахождением 
частного решения (которое обычно пслучают из семейства ре- 
шений, зависящего от произвольной постоянной С), ибо может 
оказаться, что уравнение имеет особос решение, тоже удовле- 
творяющее поставленному начальному условию. В последнем 
случае решением задачи Коши будет также любая «гладкая» 
комбинация отрезков частного и особого решений, полученная 
путем склеивания их в начальной точке. Очевидно, что такое 
решение не является ни частным, ни особым. 

у у 

| t 

Zz т — т 
0 0 a 0 Xo b — 

Рис. 15. Рис. 16. 

oe 14. Найги кривую, подозрительную Ha особое решение уравне- 
НИЯ 

и исследовать, будет ли она особым решением. 
Решим эту задачу каждым из трех указанных выше способов. 
1. Найдем кривую, подозрительную на особое решение по виду правой 

частн уравнения. Имеем: 

д | | = (54 
oy Vy у=$(х) 

Ясно, что в качестве кривой у=Ф(х) можно взять только у=0 (ось Ох). 
Она является решением уравнения (36). В каждой точке этого решения на- 
рушается единственность решения задачи Коши. В самом деле, возьмем 
любую точку (х, 0) на решении у=0. Подставим коордннаты этой точки 
в общее решение (40). Получим O=(x%)+C)2, откуда С=-—хо. Подставляя 
это значение С в общее решение (40), получим частное решение у= (х— хо)? 
(x>%Xo), которое примыкает к точке (Xo, 0) (рис. 15). Таким образом, через 
точку (Хо, 0) проходит не одна интегральная крнвая. Следовательно, y=0 
есть особое решенме уравнения (36). 

Заметим, что через точку (Xo, 0) проходит также бесчисленное множе- 
ство интегральных кривых вида (рис. 16):



$ 1. Основные понятия и определения 31 

| 0 для а<х<%, 
Y=) (Х—^№)? для ю<х-Ь, (55) 

(—00 <a<X%, X<b<+00), 

представляющих собой комбинации отрезков особого и частного решений.1 
2. Найдем огибающую семейства интегральных кривых 

у= (х+С)? (x >—C). (56) 

у= (х+С)?; 0=2(х+С), (57) 

так что дискриминантной кривой будет у=0. Из рис. 13 ясно, что y=0 
есть огибающая семейства (56). Следовательно, у=0О есть особое решение 
уравнения (36). 

3. Уравнение (36) можно интегрировать так. Разделим обе части на 

Имеем 

2] ун умножим на dx. Получим: 

ау — 

2уу 

В скобках мы указываем для памяти то (конечное) уравнение, которое 
нужно рассмотреть после интегрирования уравнения (58), ибо деление урав- 

нения (36) на 2уу может привести к потере решений. 

Интегрируя уравнение (58), получаем: 

Vy=xt+C>0, (59) 

откуда 

у= (ХС)? (x>—C). (60) 

Из уравнения 2уу=0 находим у=0. Функция у=0 является решением 

уравнения (36). Это решение, как показано выше, особое. 

10. Интегралом дифференциального уравнения (1) назы- 
вается непрерывно дифференцируемая функция p(x, и), 
полный дифференциал которой 

д ‚д 
ар SY dx-+ Se dy (61) 

обращается в тождественный нуль в силу уравнения (1), т. e. 
при замене dy его значением из этого уравнения: 

д д 
chp [= 5, + ди Pim 9) 4х =0. (62) 

Интеграл ф(х, у) обладает тем свойством, что он обращает- 
ся в тождественную постоянную вдоль всякого частного реше- 
ния И=ф(х, Со) уравнения (1): 

p [х, p(x, Со) ] = Co. (63) 
' В дальиейшем в ответах па задачи, в которых требуется проинтегриро- 

вать данное дифференциальное уравнение или решить задачу Коши, подоб- 
ные комбинации не указываются. Составление их предоставляется чнтателю. 

2 w(x, и) == соп${. 
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Пример 15. Функция 

p= уу—х(у>0) (64) 

является интегралом уравнения (36). Действительно, 

1 — 
dp [ав = —. 2] у4х—ах=0. - (65) 

2уу 

$ 2. УРАВНЕНИЯ, ИНТЕГРИРУЕМЫЕ В КВАДРАТУРАХ 

11. Уравнение, не содержащее искомой функции 

ау — —/(x | =~ = (2) (1) 
в предположении, что его правая часть непрерывна в интервале 
(а, 5), интегрируется в квадратурах. Его общим решением 
в области 

a<x<b, |y|<+0o (2) 
будет 

y= ff(x)dx+C (3) 
или (в форме Коши) 

y= J f(x)dx+yo, (4) 

где Yo — произвольная постоянная [ yo=y (xo) |, а<х-< 6. 

Для решения задачи Коши с начальными данными Xo, Yo 

(| Yyo|<<-++oo) достаточно положить в формуле (4) уи= о. 
Изоклинами уравнения (1) будут прямые х=х(а<л<3Ь). 

Все интегральные кривые (3) пересекают каждую изоклину под 
одним и тем же углом и получаются из одной интегральной 
кривой этого семейства сдвигом параллельно оси Оу. 

Если [(х) непрерывна во всех точках интервала (а, 6), кроме 
одной точки x=, и обращается в точке х=ё(а<Е< 6) в бес- 
конечность, TO прямая х=ё будет решением перевернутого 
уравнения 

dy Fay ы 
Это решение может оказаться особым.
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Пример 1. Уравнение 

— = (6) 

имеет общее решение 

у=—2 У1-х-+С (7) 

(в области —со<х<1, |y|<+00). Правая часть уравнения (6) обращается 
в бесконечность при x=1. Прямая х=| является решением перевернутого 
уравнения 

ах т 6’) 
— = —X. 
dy у | 

Это решение особое (почему?). 
Пример 2. Для уравнения 

| 
= (8) 

общим решением (в каждой из областей —oo<x<0, |у! «+; О«х«+ою, 

ly|<+00) будет 

| 
y= — +С. (9) 

x 

Решение x=Q частное (почему?). 

12. Уравнение 

ах (у), (10) 

не содержащее независимой переменной xX, в случае, когда | (у) 
определена и непрерывна в интервале (с, 4) и не обращается 
(в этом интервале) в нуль, равносильно уравнению 

ах _ 1 
dy f(y)’ 

не содержащему искомой функции X, так что все 
интегральные кривые уравнения (10) содержатся в формуле 

r= J 406. (11) 

(10°) 

Это есть общий интеграл уравнения (10). Ero можно пере-. 
писать в форме Коши 

_ [49 о 
к + (1)



34 Гл. Г. Уравнения, разрешенные относительно производной 

где и — фиксированное число (с<у-<@а), а хо играет роль 
произвольной постоянной. 

Изоклинами уравнения (10) являются прямые у=и(с— 
<< а). Все интегральные кривые семейства (11) получаются 
из одной интегральной кривой этого семейства сдвигом парал- 
лельно оси Ох. 

Если f(y) обращается в нуль при y=b, причем с<6<а, 
то функция у=ёб, очевидно, будет решением уравнения (10). 
Это решение может оказаться особым. 

Пример 3. Проинтегрировать уравнение 

—=yy-1 (13) 

и выделить интегральную кривую, проходящую через точку М(0, 1). Деля 

обе части уравнения на уу! и умножая на dx, имеем: 

ау ——— =dx (]иу-1=0?), (14) 

yy! 
откуда 

ау 
jf =х-+С. (15) 

ye 
Положив в интеграле слева y=cht, получим t=x+C. Следовательно, 

y=ch(x+C) (х>-С) (16) 

будет общим решением уравнения (13) в области 

|x} <+oo, l<y<+oo. (17) 

Аналогично, полагая y=—cht, найдем, что 

y=—ch(x+C) (x<—C) (18) 

есть общее решение в области 

|[х| < +00, —oo<y<—l. (19) 

Из уравнения 7 ¥—-1=0 имеем у=-!1. Эти прямые — особые ре- 

шения. 
Обратимся теперь к поставленной задаче Коши. Заметим, что точка 

М (0, 1) лежит на особом решении у=1. Найдем, пользуясь формулой (16), 
частное решение, примыкающее к точке М. Полагая в (16) х=0, у=1, 
получим l=chC, откуда С=0, так что искомым частным решением будет 
y=chx(x>0). Итак, через точку М(0, 1) проходят две интегральные KpH- 
вые: y=chx(x>0) и у=1. (Сделайте рисунок.) 

Пример 4. Для уравнения 
ау 
Te! (20) 

общим интегралом будет 

=х+С. (21)
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Из уравнения y2—1=0 находим у= 1. Эти прямые — частные реше- 
ния. Здесь никакая проверка сохранения единственности не нужна, ибо 
уравнение (20) заведомо не имеет особых решений (почему?). 

13. Уравнение с разделенными переменными 

X(x)dx+Y(y)dy=0, (22) 
в котором Х (х) и У(у) суть функции, зависящие соответственно 
только OT х и только от у и непрерывные при рассматриваемых 
значениях х и у, интегрируется непосредственно: равенство 

ГХ(х)ах- f Y(y)dy=C (23) 
ИЛИ 

J ходаз+ J ¥yay=c (24) 

является общим интегралом уравнения (22). 
Если X(X%o) и Y(yo) не равны нулю одновременно, то реше- 

ние задачи Коши с начальными данными хо, Yo дается формулой 

Lx(oar+ Гуа, (25) 
которая при сделанном предположении относительно Хи У 
определяет единственное решение уравнения (22) в виде 
y=Yy(x) или х=х(у) с начальными данными Xo, Yo (почему?). 

Пример 5. Рассмотрим уравнение 

| 
г- =? dx+ и 9—0 (y>0). (26) 

Оно имеет общий интеграл 

х y ' 

fe dx+ [—-ay-c (27) 

0 1 4 

или 
x 

f ev ах у=С. (28) 
0 

Решением. с начальным условием 

y=1 при x=0 (29) 

будет 

fex ах-Н1п у=0. (30) 
|
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Уравнение вида 

т (х) п (ууах--ти (х) пл (у)4у=0, (31) 

в котором коэффициенты при dx и dy являются произведениями 
функций, зависящих только от одной из переменных лх и у, Ha- 
зывается уравнением с разделяющимися переменными. 

Предположим, что функции m(x), п(у), mi(x) и my) He- 
прерывны при рассматриваемых значениях хи у. Тогда, умно- 
жая обе части уравнения (31) на функцию 

| 

ти (х)п (у) 
получаем уравнение с разделенными перемен- 
ными: 

и = (32) 

т (x) т (у), _ — _ 

ma (xy ot (yy WYO Ll) =0, п(у) =0?]. (38) 
Поэтому общим интегралом уравнения (31) будет 

т(х)_ m(y) 
Io (x) ° +] (и) 4 (34) 

‚ИЛИ 

Л mi) ix [A me dy=C [ти (%) 0, n(yo) #0]. (35) 
ms (x) ° 

Bonu уравнения И п(у) =0 имеют вещественные 
решения х=а, y=6, то’ функции х=а(уэ-6), у=Ь(хэа), 
будучи всегда решениями уравнения (31), могут оказаться 
особыми решениями. 

Решение задачи Коши с начальными данными Xo, Yo, He 
лежащими на особом решении, и такими, что пи (хо) 0, 
п (у) AO и т? (хо) | п? (Yo) #0, дается формулой 

® m(x) mi(y) 
J ma (2) iss] п Y= 69) 

Пример 6. Проинтегрировать уравнение 

ох у ydx+ (1—x2)dy=0 (37) 

4 Точки вида x=a, y=b исключаются из решений, так как в этих точках 
уравнение (31) не задано (поле не определено).
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и выделить интегральные кривые, проходящие через заданные точки М! (0, 1), 
М. (1, 1), М3 (0, 0), Ме (1, 0), выяснив предварительно вопрос. о существова- 
нии и единственности. 

Разделяя переменные в уравнении (37), имеем: 

а _ 
-dx+——=0 (1-22=0, уу=0?). (38) 

Интегрируя, получаем общий интеграл 

—ш [1-22 | +2 Ту=С. (39) 

Из уравнения 1—х2=0 находим х=-]. Функции x=1(y*0) и 
х=—1 (у=0) являются частными решениями (почему?). Уравнение 

y y=0 дает у=0. Решение у=0 (х == +1) особое (почему?). 
Обратимся к решению поставленных задач Коши. 
Через точку М! (0, 1) проходит одна, и только одна, интегральная кри- 

вая (почему?). Ее уравнение можно найти обычным путем из общего инте- 
грала (39). Полагая в нем х=0, у=|, находим C=2, так что ‘искомым 
решением будет 

—In|1—x?| +2 уу=2. (40) 

Это же решение можно получить сразу, пользуясь формулой (36). 
Имеем 

х y 
2х ау 

f dx+ | ——=0. (41) 
| — x? 

0 4 VY 

Выполняя вычисления, придем к решению (40). 
Через точку М» (1, 1) тоже проходит только одна интегральная кривая 

{почему?), а именно x=I1 (y>0). 
Точка M3(0, 0) лежит на особом решении у=0, так что в ней нару- 

шается единственность решения задачи Коши. Кроме особого решения у=0, 
через нее проходит интегральная кривая ! 

— т [1-22 | +2 уу=0.* (42) 

В точке М, (1, 0) mone не определено. К ней примыкают решения х=1 

(y * 0). 
‚Пример 7. Уравнение 2 

x(y?—1)dx+y(x?--1)dy=0 (43) 

имеет общий интеграл | 
(х2—1) (#2—1) =С. (44) 

Особых решений заведомо нет (почему?). 

14. Уравнение 

M(x, y)dx+N (х, у)4у=0, (45) 
' И, как всегда, бесчисленное множество интегральных кривых, состав- 

ленных из отрезков особого и частного решений (см. сноску на стр. 31). 
2 Степанов, гл. I, $ 2, пример 6. 
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в котором М и М суть однородные (положительно однородные) 
функции одного и того же измерения { (которые мы будем пред- 
полагать непрерывными), называется однородным (положитель- 
но однородным). 

Однородное уравнение всегда можно привести к виду 

dy (+), (46) 

где правая часть есть однородная функция OT X и и нулевого 
измерения. При этом, как всегда, наряду с уравнением (46) 
следует рассматривать перевернутое уравнение. 

Предположим, что функция ф(2) определена и непрерывна 
в некотором интервале (а, 5). Тогда правая часть уравнения (46) 

определена в области а > <b. В начале координат однород- 

ное уравнение (и поле направлений, определяемое им) не задано. 
Изоклинами являются полупрямые иу=Ах(х==0), лежащие 
в области задания уравнения (а4<Е<3Ь). 

Однородное (и положительно однородное) уравнение (45) 
всегда интегрируется в квадратурах, ибо, считая х независимой 
переменной и вводя вместо у новую неизвестную функцию Z 
при помощи подстановки 

у==2х, (47) 

его можно привести (сокращая при этом на х”) к уравнению 
с разделяющимися переменными 

[М (1, z) М (1, г)=|ах-хМ (1, z)dz=0 (x=0?). (48) 

Общим интегралом уравнения (45) будет 

с!) (49) 
где 

М (1, z)dz 

vo=—J мама: (50) 
Так как уравнение (48) может иметь особые решения вида 

z=b, то однородное решение может иметь особые решения 

1 Функция f(x, у) называется однородной функцией измерения т, если 
от умножения ее аргументов на любое число Е она приобретает множитель {”: 

f(tx, ty) =i") (x, 9). 
Если последнее тождество выполняется лишь при #20, то функция f(x, и) 
называется положительно однородной.
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вида у=бх(х==0). Кроме того, особыми решениями могут быть 
полуоси оси Oy: х=0(у5=0). 

Пример 8. Проинтегрировать уравнение 

xdy+ («+ -1-y)dr=0. (51) 
x 

Уравнение (51) — однородное (почему?). Полагая y=2x, придем к ypaB- 
нению с разделяющимися переменными: 

xdz+ ] 2г—1ах=0. (52) 

Это уравнение имеет общий интеграл 

2yz—1+in|x| =C (53) 

и особое решение 

z=1. (54) 

¥ у 
Возвращаясь к искомой функции у, т. е. полагая z= —, получаем 

x 

2/4 -14inixi=c (55) 
x 

Это — общий интеграл уравнения (55). Полагая в формуле у=гх перемен- 
ную 2, равной единице, найдем решения 

у=х(х = 0). (56) 
Эти решения — особые (почему?). 

15. Уравнение 

M(x, y)dx+N(x, y)dy=0 (57) 
называется обобщенным однородным, если существует такое 
число А, при котором левая часть уравнения (57) становится 
однородной функцией от величин xX, у, dx и dy в предположе- 
нчи, что последние имеют соответственно первое, А-е, нулевое 
и (kR—1)-e измерения. При R=1 обобщенное однородное урав- 
нение является обычным однородным уравнением. 

Обобщенное однородное уравнение всегда интегрируется в 
квадратурах, ибо оно при помощи подстановки 

y=2xt (#320), (58) 
где г — новая неизвестная функция, приводится к уравнению 
с разделяющимися переменными. При А=0 обобщенное одно- 
родное уравнение уже является уравнением с разделяющимися 
переменными '. 

1 Матвеев. Методы интегрирования, п. 29.
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Рассмотренные выше типы уравнений допускали интегриро- 
вание в конечном виде при помощи метода разделения 
переменных, который применялся непосредственно или 
после предгарительных преобразований. Рассмотрим новые 
ТИПЫ. 

16. Уравнение вида 

ру =9 9 (59) 
называется линейным. Если 49(х)==0, то уравнение (59) при- 
нимает вид 

4 

ау _ | 
=. tP(x)y=0 (60) 

и называется однородным линейным уравнением, так как его 
dt 

левая часть однородна и линейна относительно Y H a 
x 

Если @(х)==0, то уравнение (59) называется неоднородным ли- 
нейным уравнением. 

Предположим, что p(x) и g(x) непрерывны в интервале 
(а, 6) (а>=—о, 6<-). Тогда через каждую точку полосы 

axx<b, |у|<- о (61) 

проходит одна и только одна интегральная кривая уравнения 
(59), ибо в окрестности любой точки из этой полосы выполнены 
условия теоремы Пикара (п. 6, пример 1). 

В частности, единственным решением однородного 
линейного уравнения, проходящим через точку (хо, 0), лежащую 
на отрезке (а, 6) оси Ох, является сам этот отрезок 

у=0 (axx<b). (62) 

Это решение называется нулевым (очевидным или тривиаль- 
ным). Оно удовлетворяет так называемым нулевым начальным 
условиям: 

у=0 при х=ж 6 (а, 6). (63) 

Других решений, удовлетворяющих нулевым начальным усло- 
виям, однородное линейное уравнение (при сделанном предпо- 
ложении относительно непрерывности р(х)) не имеет. Отсюда 
следует, что интегральная кривая однородного линейного урав- 
нения, проходящая через точку, не лежащую на оси Ох, не 
может ни пересекать ось Ох, ни касаться ее (почему?). 

Всякое решение линейного уравнения, расположенное в поло- 
се (61), где (а, 6) — интервал непрерывности коэффи-
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циента p(x) и правой части g(x), является частным. Особых 
решений в указанной полосе линейное уравнение не имеет. 

Линейное уравнение сохраняет свой вид (т. е. остается 
линейным) при любой замене независимой переменной х=ф(/) 
[ф(Г) непрерывно дифференцируема в (fo, t1), причем а=ф(,), 
6—Ф(&) и g’(t)¥0 в (to, #й)]| и при любой линейной замене 
искомой функции у=а (х)2-НВ (х). 

Свойство однородности сохраняется при любой замене не- 
зависимой переменной и при любой однородной линейной замене 
искомой функции. 

Однородное линейное уравнение (60), очевидно, всегда инте- 
грируется в квадратурах, ибо оно является уравнением с разде- 
ляющимися переменными. Интегрируя его, находим: 

— f p(x)dx 

у= Се . (64) 

Все решения уравнения (60) содержатся в этой формуле. Она 
представляет собой общее решение уравнения (60) в по- 
лосе (61). 

Из формулы (64) следует, что всякое решение однородного 
линейного уравнения определено (и непрерывно дифференци- 
руемо) во всем интервале (a, 6) (в котором коэффициент 
p(x) непрерывен). 

Общее решение (64) можно переписать в форме Коши 

Y = уе ’ (65) 

где хо — фиксированное число из интервала (а, 6), а Yo произ- 
вольно [Yo==Yy(X0)]. Если yo тоже фиксировано, то эта формула 
дает решение задачи Коши с начальными данными хо, Ye. 

Решения однородного линейного уравнения (60) обладают 
двумя характерными свойствами: 

1) если и!=у!(х) есть частное решение, то 

где С — любое постоянное число, тоже является решением; 
2) если и!=и.(х) —ненулевое частное решение, т. е. 

и (х) #0, то все решения уравнения (60) содержатся в форму- 
ле (66), где С — произвольная постоянная. Эта формула дает 
общее решение однородного линейного уравнения (60) 
в полосе (61), в чем легко убедиться, исходя из определения 
общего решения, как это сделано в п. 7 (пример 1). При этом 
используется тот факт, что и1 (Хх) не обращается в нуль ни в од- 
ной точке из (а, 6) (почему?).
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Структура общего решения неоднородного линейного урав- 
нения устанавливается следующей теоремой. 

Теорема. Если yy — частное решение неоднородного урав- 
нения (59), а 

— f p(x)dx 

z—=Ce (67) 

есть общее решение соответствующего однородного линейного 
уравнения | 

z’+p(x)z=0, (68) 
TO функция 

— [Г p(x)dx 

y=yitCe (69) 
является общим решением уравнения (59) в полосе (61). 

Из формул (64) и (69) видно, что общее решение всякого 
линейного уравнения является линейной функцией от про- 
извольной постоянной С: | 

y=A(x)C+B(x). (70) 
Рассмотрим два основных метода интегрирования неодно- 

родного линейного уравнения в конечном виде: метод вариации 
произвольной постоянной (метод Лагранжа) и метод интегри- 
рующего множителя (метод Эйлера). 

Метод Лагранжа состоит в том, что решение неодно- 
родного линейного уравнения ищется в TOM же виде, что и об- 
щее решение соответствующего однородного уравнения, но вме- 
сто произвольной постоянной С берется некоторая непрерывно 
дифференцируемая функция от Хх: 

_ f р(х)ах 

y=C(x)e (71) 
Подставляя (71) в (59), находим условие, которому должна 
удовлетворять функция C(x): 

— f pixjex 

C’(x)e =q(x), 
откуда а 

С (х) = facet” dx+C, (72) 

и, следовательно, 

— Г p(xjdx p(x)dx _ 

yar PrP" [+ facet ax]. (73) 

Это есть общее решение уравнения (59) в полосе (61), 
в чем легко убедиться непосредственно, нсходя из определения
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общего решения или же заметив, что функцию (73) можно 
представить в виде (69). Формула (73) содержит все реше- 
ния уравнения (59). Из нее видно, что всякое решение этого 
уравнения определено во всем интервале (а, 65). 

Метод Эйлера состоит в приведении левой части урав- 
нения (59) к виду точной производной от некоторой функции 
от х путем умножения обеих частей уравнения на соответствую- 
щую функцию и=и(х). Эта функция определяется из условия 

шу’-Нир (х) у= (ву)’, (74) 
откуда 

pp (x) =p’, (75) 
И, следовательно, 

f p(x)dx 

и=е (76) 
Функция (76) называется интегрирующим множителем урав- 

нения (59). Умножая на нее обе части уравнения (59), находим 

еде". (77) 
поэтому 

p(x)dx p(x)dx 

ef y= | q(x) г] dx-+-C. (78) 

Разрешая относительно у, снова получим формулу (73). 
Общее решение (73) можно записать в форме Коши: 

m = х х 
= f p(ardx х p(x)dx 

y=e %o yor f a(xyer dx 

Xo |. 

(79) w 

a 

где Yo— произвольное, а хо — фиксированное число из интер- 
вала (а, 6). | 

Формула (79) при фиксированном Yo дает решение линей- 
ного уравнения (59) с начальными данными хо, Yo. Из формул 
(65) и (79) следует, что линейное уравнение имеет две особен- 
ности в отношении задачи Коши: 

1). ставя задачу Коши, начальное значение Yo можно зада- 
вать. произвольно; 

2) решение задачи Коши определено при всех значениях х 
из интервала непрерывности коэффициента р(х) и пра- 
вой части g(x)... 

Из формул (65) и (79) видно также, что всякое решение 
задачи Коши для линейного уравнения является непрерывно
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дифференцируемой функцией как независимой переменной х, 
так и начальных данных хо U Yo. 

Уравнение вида 

всегда приводится к линейному с неизвестной функцией у, если 
коэффициент при dy не зависит от у, а коэффициент при dx 
зависит OT у линейно. 

17. Уравнение вида 

y’ +p (х)у=9(х) уп, (81) 

где и — любое вещественное число, отличное от нуля и единицы, 
называется уравнением Бернулли. Будем предполагать, что 
функции p(x) и g(x) определены и непрерывны в интервале 
(а, 5). Выясним, пользуясь теоремой Пикара, вопрос о суще- 
ствовании и единственности решения задачи Коши. 

Перепишем уравнение Бернулли в нормальной форме: 

y’ = —p (x) y+q(x)y" =f (x, у). (82) 
Тогда. 

9, = —p(x)-+ng (х) у"—. (83) 
р 

Из (82) и (83) видно, что выполнение условий теоремы Пикара 
в окрестности начальной точки (Xo, Yo) существенно зависит от 
выбора Yo и величины показателя п. 

Если yost0 и функция у” определена при у==уо; то в доста- 
точно малой окрестности точки (Xo, Yo), где хо — любое число 
из интервала (а, 6), выполняются оба условия теоремы Пикара, 
и, следовательно, через эту точку проходит одна, и только одна, 
интегральная кривая уравнения (81). 

То же самое имеет место, если Yo==0 и показатель п больше 
единицы. В этом случае единственным решением задачи Коши 
будет, очевидно, отрезок (а, 6) оси Ох: и=0 (а<х<Ь). 

of 
Если же Yo==0, а показатель и меньше единицы, TO ay 

обращается в бесконечность в точке (Xo, Yo), и единственность 
решения задачи Коши в этой точке не гарантируется. Отсюда 
следует, что у=0 (а<х<6) может оказаться особым реше- 
нием. 

Уравнение Бернулли всегда интегрируется в квадратурах, 
ибо оно делением обеих частей на у” и подстановкой 

уп —2, (84)
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где = — новая неизвестная функция, приводится к линей- 
ному уравнению 

=’ (1—n)p(x)z= (1—n) q(x). 
Общий интеграл уравнения Бернулли будет иметь вид 

y3- "=A (x)C+B (x). 

Нри делении на у" мы могли потерять решение у=0, если 
п>0. Это решение является частным, если п>|1, и OCO- 
бым, если O<cn<1 (почему?). 

18. Уравнение вида 

M(x, у) ах-ЕМ (x, y)dy+P(x, y) (xdy—ydx) =0, (85) 
в котором М и № — однородные функции одной и той же сте- 
пени т, а Р — однородная функция’ степени /(15=т— 1), назы- 
вается уравнением Дарбу. Уравнение Дарбу всегда интегриру- 
ется в квадратурах, ибо оно при помощи подстановки 

у==ах, (86) 
Tye 2 — новая неизвестная функция, приводится к уравне- 
нию Бернулли с неизвестной функцией х от независимой 
переменной 2, причем последнее будет линейным, если 
[—=т—2, и уравнением с разделяющимися пе- 
ременными, если №М=0. | 

19. Уравнение вида 

у’=Р(х) ¥+Q(x)y+R(x), (87) 
где правая часть является квадратичной функцией от у, причем 
R(x) ==0, называется уравнением Риккати. Будем предполагать, 
что функции Р, С и R непрерывны в интервале (а, 6) (а> —оо, 
р<-Ноо). Тогда через каждую точку полосы 

axx<b, |у|<- о, (88) 

так же как и в случае линейного уравнения, проходит одна, 
и только одна, интегральная кривая (п. 6, пример 1). Но в от- 
личие от линейного уравнения решение уравнения Риккати 
в общем случае определено не во всем интервале (а, 6), а лишь 
в некоторой окрестности начального значения хо. 

Всякое решение уравнения Риккати является частным, так 
что особых решений уравнение Риккати не имеет. 

Уравнение Риккати сохраняет свой вид при любой замене 
х—=ф(Г) независимой переменной и при любой дробно-линейной 
замене искомой функции 

y— a(x) В (x) 

y (x) 2-6 (x) 
(15—Ву=20, axx<b). (89)
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Пользуясь соответствующими линейными заменами искомой 
функции, уравнение Риккати всегда можно привести к канони- 
ческому виду 

у=-у-К (x), (90) 
в котором коэффициент при первой степени у отсутствует, 
а коэффициент при у? равен +1. 

Уравнение Риккати в отличие от ранее рассмотренных типов 
интегрируется в квадратурах лишь в исключительных случаях. 

Для того чтобы уравнение Риккати проинтегрировать в квад- 
ратурах, достаточно знать лишь его одно частное решение 
(в виде элементарной функции), ибо если и: есть это решение, 
то подстановкой 

у=иу:- = (91) 

где 2 — новая неизвестная функция, OHO приводится к линей- 
ному уравнению 

г-+[2Р (х) и О (х)]|2=—Р(х). 

Отсюда следует, что общее решение уравнения Риккати есть 
дробно-линейная функция от С: 

Cops (x) 42 (х) 
Сы) (92) 

Уравнение Риккати вида 

‚_ A , В 
y= at УС (93) 

. B C 
ИРА У, (94) 

где А, Ви С — постоянные числа, всегда интегрируются в квад- 
ратурах, ибо первое из них есть однородное, ‘а второе — 
обобщенное однородное (=—1). Интегрирование 
уравнения (94) при условии, что (В+ 1)2>4 AC, может быть 
приведено к интегрированию линейного уравнения, ибо в этом 
случае оно имеет частное решение вида 

Y= (95) 

где а — некоторое постоянное число, определяемое подстанов- 
кой (95) в уравнение (94). 

1 Матвеев. Методы интегрирования, п. 46.
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Уравнение Риккати вида 

y+ Ау? = Вхт, (96) 
где А, В и т — постоянные числа, называется специальным 
уравнением Риккати. При т=0 и m==—2 оно интегрируется 
в элементарных функциях (почему?). Уравнение (96) интегри- 
руется в элементарных функциях также при всех т, для которых 

т — 

Qm+4 — 

где Е — целое число, ибо при этом условии его можно преобра- 
зовать к такому виду, в котором показатель т равен нулю.1 

Специальное уравнение Риккати (96), в случае когда пока- 
затель т удовлетворяет условию интегрируемости (97), причем 
т==0, тэ=—2, всегда можно путем соответствующих преобра- 
зований независимой переменной и искомой функции привести 
к уравнению вида 

Е, (97) 

| 
ху’— > y+ay?= bx, (98) 

которое легко интегрируется, ибо, положив у=2 7х, где г — HO- 
вая неизвестная функция, получим уравнение с разделяющимися 
переменными. 

Действительно, сделав в уравнении (96) 

у’ Ау? = Вхт, 
4 ВИ . 

где m= oR замену искомой функции и независимой пере- 

менной по формулам 

2 
y= > xM+2— 1, (99) 

где = — новая искомая функция от независимой переменной f, 
получим уравнение вида 

t2’taztp2—yt, (100) 

где 

| 

Уравнение (100) приводится к уравнению вида (98) при по- 
мощи последовательного применепия указываемых ниже под- 

1 Степанов, стр. 51—55.
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становок | или II, которые соответственно увеличивают или 
уменьшают число а на единицу. 

I. Подстановка 

[ [а 
— atu’ a= у (102) 

приводит уравнение (100) к виду 

tu’+ (a-+1)u+yu?==ft. (103) 

II. Подстановка 

t 7 
—- А — — — — z=a+ 7° @ В (104) 

приводит уравнение (100) к виду 

tu’+ («— Г) и-Нуи? = ВЕ. (105} 

Пример 9. Проинтегрируем изложенным способом уравнение 

у= ух“. (106) 

Выполняя подстановки у= = х-*=[ получим 

12’ + gp pe a 107 
2 2°50 (107 

Чтобы привести это уравнение к виду (98), нужно применить один раз 
подстановку II, т. e. 

t 
г=—1+ —, (108) 

и 

после чего будем иметь 
| | | 

tu’— —u—- — = —f. (109) 
2 2 2 

Это уравнение вида (98). Полагая u=v Vt получим 

27 tu’=1+0?, (110) 
откуда 

—te(VitC (-c- = <yi<-c+4), (111) v=tg(yt+C) 5 о 

Следовательно, 

и= yttg(pi+C), z=—-1+ УЕ (7+0). (112) 

Поэтому общим решением уравнения (106) будет. 

1 ] 1 
y= —ctg (—+c)-— (113) 

x2 x x
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Уравнение Риккати может быть проинтегрировано путем 
предварительного сведения его к однородному линейному урав- 
нению второго порядка и применения общих методов интегри- 
рования последнего (см. гл. VI, § 6). 

Свойства решений уравнения Риккати тесно связаны со 
свойствами решений соответствующего однородного линейного 
уравнения второго порядка. 

Интегрирование рассмотренных уравнений Бернулли, Дарбу 
и Риккати (когда известно одно частное решение его) приво- 
дилось к интегрированию линейного уравнения. Те- 
перь рассмотрим новый тип уравнений, к которому удается 
привести большое число уравнений, как изученных в предыду- 
щих пунктах, так и совершенно новых. 

20. Если левая часть уравнения 

M(x, y)dx+N(x, y)dy=0 (114) 

предетавляет собой полный дифференциал некоторой функции 
U(x, у) от независимых переменных х и Y, то оно называется 
уравнением в полных дифференциалах. Его общий интеграл 
имеет вид 

U(x, у) =С. (115) 
Особых решений нет. 

Признак уравнения в полных дифференциалах устанавли- 
вается следующей теоремой. 

Теорема. Если функции M(x, у) и N(x, у) непрерывны 
OM ON 

вместе с частными производными oy u ~~ 6 некоторой одно- 

связной области D,.To для того: чтобы уравнение (188) было 
уравнением в полных дифференциалах, необходимо и достаточ- 
но, чтобы выполнялось тождество 

OM ON 

Oy —0х' 

При выполнении этого условия общий интеграл уравнения 
(114) можно записать в одном из двух видов: 

(116) 

х у 

J M(x, ydxt J N(x, уау-=С (117) 
Xo Yo 

ИЛИ 

х 7] 

J M(x, Yo) dx+ мс, y)dy=C, (118) 
Yo
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где (Xo, Yo) — любая фиксированная точка из области О. Числа 
Xo И Yo нужно выбирать так, чтобы вычисления были как можно 
проще. 

Пример 10. Пусть дано уравнение 

(2ху— 1) ах- (3y? +x?) dy=0. (119) 

Это уравнение в полных дифференциалах, ибо условие (116) выполнено. 
Найдем общий интеграл уравнения (119), пользуясь формулой (117). Пола- 
гая Хх. =0, Yo=0, имеем: 

x 4 

f (2xy-ldxt f3y%dy=C 
0 0 

ИЛИ 

x2y—x+y=C, (120) 

На практике во многих случаях общий интеграл уравнения 
в полных дифференциалах может быть найден проще следую- 
щим образом. Искомая функция U(x, у) должна удовлетворять 
двум соотношениям: 

ди ди 
эх =М (<, у), ди =" (*, у). (121) 

Удовлетворяя первому из них, находим 

их, д =] M(x, учи). (122) 
где интеграл справа берется в предположении, что у фиксиро- 
вано, т. е. выполняется частная квадратура по x, a $(и) — 
произвольная функция от у, которую мы предполагаем диффе- 
ренцируемой. Дифференцируя обе части равенства (122) по у 

и приравнивая производную левой части Ay функции N(x, y), 

получим у 

ф’(и) = (и), (123) 
откуда 

ф(иу) = ПРО (124) 

Следовательно, равенство 

[м(е, дах ] ody=c (125) 
будет общим интегралом уравнения (114).
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Пример 11. Найти общий интеграл уравнения 

9х у х2 29 
(=+= +y-1 )dx+ (- = - 2 +241) dy=0. (126) 

у № | Хх 

Получаем 

x2 2 

U= (S++ чет = +xY—X+Q(Y); 

х2 -Qy x? 2y 
—— — ++’ (у) = —- — +х+Е (127) 

y2 Xx у? x 

P(Y=1, Ely) = 
Следовательно, 

xe 2 

~ py ety (128) 
y x 

есть общий интеграл уравнения (126). 

Решение задачи Коши с начальными данными хо, Yo, MpH- 
надлежащими области О, и такими, что М? (хо, yo) + №? (хо, yo) 0, 
дается одной из формул: 

x y 

fm, ydx+ | N(x, y)dy=0 (129) 
Xo Yo 

ИЛИ 

х у 

J м(х, вах] N(x, y)dy=0 (130) 
Хо Yo 

(почему?). Это решение единственно. 

Пример 12. Найти интегральную кривую уравнения (119), проходящую 
через начало координат. 

Так как М(0, 0) =-—1=0, то формула 

x 

f (2xy—1l)dx+ f3y%dy=0 (131) 
0 0 

или 
x*y—x+y2=0 (132) 

дает искомое решение, а именно: равенство (132) определяет x Kak функ- 
цию от и, X=x(y), обладающую свойством х(0)=0 и удовлетворяющую 
уравнению (119). Эта функция имеет вид 

1— ¥ 1—4y* 

2y | 
х= (133) 

Других решений нет.
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Пример 13. Найти решение уравнения 

x(y?+l)dx+ (x?y + 2у3)ау=0, (134) 

удовлетворяющее начальному условию 

у—0 при x—>0. ‚ (135) 

Здесь точка (0, 0) принадлежит области О, но М(0, 0) =0 и №(0, 0) =0. 
Поэтому нет гарантии, что формулы (117) и (118) дают искомое решение. 
Из формулы общего интеграла 

же) +и=С (136) 

(которая содержит в себе все решения уравнения (134)) видно, что постав- 
ленная задача Коши не имеет решения. 

21. Во многих случаях, когда уравнение 

M(x, y)dx-+N (x, y)dy=0 (137) 
не является уравнением в полных дифференциалах, удается 
найти такую функцию и=и(х, у), что 

и (Мах-- Мау) =0 (138) 
есть уравнение в полных дифференциалах. Функция ий ‘назы- 
вается интегрирующим множителем ‘уравнения (137). Если 
уравнение (137) уже есть уравнение в полных дифференциалах, 
то полагают и= |. 

Ниже будет доказано, что при некоторых предположениях 
относительно функций М и М интегрирующий множитель всегда 
существует. Но он далеко не всегда выражается в конечном 
виде. 

Знание интегрирующего множителя в виде элементарной 
функции дает возможность получить общий интеграл уравне- 
ния (137). Для этого достаточно перейти от уравнения (137) 
к уравнению (138) и применить к последнему один из методов 
п. 20. 

Кривые, в точках которых и обращается в нуль или в .бес- 
конечность, могут оказаться соответственно посторонними, 
или особыми, решениями уравнения (137). 

Предположим, что ци есть непрерывно дифференцируемая 
функция от хи у. Тогда из тождества 

д(иМ) __ O(pN) 
ay OX (139) 

следует, что и является решением следующего уравнения с част- 
ными производными первого порядка: 

Op OM aN 
=n ) iy Ox (140)
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Найдем условие, при котором это уравнение имеет решение 
вида и=и(®), где «=о(х, у) — заданная функция от х и Y. 
Подставляя функцию и=и(®) в уравнение (140) и принимая 

Ow 
во внимание, что —— = -— ——, —— = -—-——, получаем 

x w@ Oy 

до до \ du OM ON nde ie) de y(n ( ax Gy) do Y\ ay ~ ox (141} 

Отсюда ясно, что если 

oM _ ON 

ду Ox | 
= р (6), (142) 

N Jo _y 22. 
OX Oy 

т. е. левая часть является функцией только от w, TO существует 
интегрирующий ‘множитель и=и(о), который находится из 
уравнения 

ар 
do = (®) в (143) 

и, следовательно, имеет вид 

rode 
и—е (C=1). (144) 

Условие (142) является необходимым и достаточным для того, 
чтобы уравнение (137) имело и= [в (х, y) ]. 

На практике нужно попытаться подобрать функцию ®= 
—=®(х, y) так, чтобы выполнялось условие (142), затем подста- 
вить функцию ф(®) в формулу (144) и, выполнив вычисление, 
заменить ® Ha w(x, у). При подборе wm нужно начинать с про- 
стейших частных случаев: «=х и w=y. В этих случаях имеем 
соответственно: 

ам ON 
д дх Чада 4 = фо) (uae! (145) 

И 

oM _ ом 
ду Ox YF oly) (uae). (146)
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Из формулы (145) следует, в частности, что среди всех 
уравнений вида 

dy = =I (x, у) (147) 
только линейное уравнение 

dy = P(x) y= 4 (x) (148) 
имеет интегрирующий множитель, зависящий только OT х, 
причем 

Г Pedx 
ue (149) 

(ср. с п. 16). — 
Из ранее рассмотренных типов уравнений интегрирующий 

множитель имеет также уравнение с разделяющимися перемен- 
ными и однородное уравнение. 

Уравнение с разделяющимися переменными 

т(х)п (у) ахти (x) пл (y) dy=0, (150) 
очевидно, имеет интегрирующий множитель 

1 

п(у) + ти(х)` 
p= (151) 

Однородное уравнение 

M(x, y)dx+N (х, y)dy=0 (152) 

‘имеет интегрирующий множитель 

| 

Мх--Му ’ p= (153) 

если только Mx+Nys 0. 
В заключение отметим, что наиболее важными из уравнений 

первого порядка, разрешенных относительно производной и 
всегда интегрируемых в конечном виде, являются уравнения 
с разделяющимися переменными, линейное уравнение и уравне- 
ние в полных дифференциалах. 

$ 3. ЗАДАЧИ 
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243, 244, 246, 247, 267, 271, 277, 284, 302—304, 309, 316, 318, 322, 
1104, 1105, 1111, 1112, 1224—1227.



Глава II 

УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА, 
НЕ РАЗРЕШЕННЫЕ ОТНОСИТЕЛЬНО ПРОИЗВОДНОЙ. 

УРАВНЕНИЯ, ИНТЕГРИРУЕМЫЕ В КВАДРАТУРАХ 

СОДЕРЖАНИЕ 

$ 1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ 

1. Уравнение, не разрешенное относительно производной, 
и его решение. 2. Поле направлений. 3. Задача Коши. 4. Доста- 
точные условия существования и единственности решения зада- 
чи Коши. 5. Частное решение. 6. Особое решение. 

$ 2. УРАВНЕНИЯ, ИНТЕГРИРУЕМЫЕ В КВАДРАТУРАХ 

7. Уравнение п-й степени. 8. Уравнения, квадратные OTHOCH- 
тельно и’. 9. Уравнение, содержащее только и’. 10. Уравнение, 
не содержащее искомой функции. 11. Уравнение, не содержащее 
независимой переменной. 12. Общая схема интегрирования пол- 
ного дифференциального уравнения, не разрешенного относи- 
тельно производной, в случае, когда известно параметрическое 
представление его. 13. Уравнение, разрешенное относительно 
искомой функции или независимой переменной. 14. Уравнение 
Лагранжа. 15. Уравнение Клеро. 

$ 3. ЗАДАЧА О ТРАЕКТОРИЯХ 

16. Задача о траекториях на плоскости в случае декартовых 
координат. 17. Случай полярных координат. 

$ 4. ЗАДАЧИ 

ЛИТЕРАТУРА 

Основная 

Матвеев. Методы интегрирования, гл. Il, пп. 66—81. 
Степанов, гл. ПЬ $ 1—3, 4, стр. 125—129, 132—135, $ 5. 
Эльсгольц, гл. |, & 8, 9.



56 Гл. IT, Уравнения, не разрешенные относительно производной 

Дополнительная 

Петровский, ra. ПТ, § 26, 27. 
Степанов, гл. Ill, § 4, стр. 129—132. 
Толстов Г. 1. Курс математического анализа, т. II. М., 1957, стр. 185—194. 

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 

$ 1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ. И ОПРЕДЕЛЕНИЯ 

1. Уравнение первого порядка, не разрешенное относительно 
производной, имеет следующий общий вид: 

Е (x, у, у’) =0. (1) 

Функция у=иу(х), определенная и непрерывно дифференцируе- 
мая в интервале (а, 6), называется решением уравнения (1), 
если она обращает уравнение (1) в тождество = 

F[x, у(х), у’(х)]==0 (а<х<5). (2) 
Так как нахождение решений в явнсм виде представляет 

большие затруднения, то обычно ограничиваются нахождением 
решений в неявном виде M(x, у) =0 или в параметрической 
форме x=Q(t), y= p(t). 

‚График решения называется интегральной кривой. Из опре- 
деления решения следует, что все интегральные кривые являются 
гладкими кривыми. 

В случае, когда уравнение (1) разрешимо в элементарных 
функциях относительно И’, так что мы получаем одно или не- 
сколько уравнений, разрешенных относительно и’: 

y’ = (х, у) (k=l, 2, .. .), (3) 

где fr(x, у) вещественные функции от х и Y, интегри- 
рование уравнения `(1) сводится к интегрированию уравне- 
ний (3), т. е. к задаче, рассмотренной в гл. I. 

Пример 1. Рассмотрим уравнение 

у?—4у=0. (4) 
Это уравнение распадается на два: 

и=2уу и у=-2 уу. (5) 
Первое из них имеет семейство решений: 

y=(x+C)? (x>—-C), (6) 
а второе: 

у=(х+С)? (x<-C), (7) 
так что каждая парабола (рис. 17) 

y=(x+C)? (8) 
является интегральной кривой уравнения (+4).
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Кроме того, решением уравнения (4) будет у=0 (см. рис. 14). 
Уравнение (4) имеет также бесчисленное множество решений, склеенных 

из отрезков указанных выше решений (при этом, согласно определению. 
решения, склеиваемые отрезки в общей точке должны иметь общую каса- 
тельную). Например, такими решениями будут (рис. 18, 19): 

О при xl, 
y=| eos (9) (x—1)? при x>1 

(х+1)? при х<-1, 
y= О’ при —l<x<l, (10). 

(x—1)? при x>1 

Puc. 17. Puc. 18. 

2. Уравнение (1), так же как 
и.уравнение, разрешенное отно- у 
сительно. производной, задает на | 
плоскости (x, y) некоторое поле 
направлений, если через каж- 
дую точку (x, и), в которой это 
уравнение имеет вещественные 
решения относительно у’, про- —=х 
вести отрезки, образующие с 
положительным направлением 
оси Ох углы, тангенсы которых { 
равны значениям у’, найденным Рис 19. 
из уравнения (1). Чтобы найти 
направления поля, определяемые уравнением (1) в точке (ж, 
Yo), нужно найти все вещественные решения уравнения 

F (Xo, Yo, y’) =0. (11) 

Пример 2. Уравнение (4) определяет во всякой точке (Xo, Yo), где 
У >0, два направления поля: 

у =2 ] Yo И у=-2 Yo. (12}
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Во всякой точке (Xo, 0), лежащей на оси Ох, оно определяет только одно 
направленне поля: 

7 
' | (13) у (x, 0) = 0. 

Пример 3. Уравнение 

y3+1=0 (14) 

задает в каждой точке (X%, Yo) только одно направление поля: 

’ =—]. (15) 
(Xo, Yo) 

Пример 4. Уравнение 

у2+1=0 (16) 

не определяет ни одного направления поля ни в какой точке (хо, Yo). Такие 
уравнения в этом курсе не рассматриваются. 

Совокупность точек (х, у), в которых уравнение (1) опре- 
деляет хоть одно направление поля, называется областью зада- 
ния уравнения. Интегральная кривая выделяется среди все- 
возможных кривых на плоскости (х, у) тем, что в каждой ее 
точке направление касательной совпадает с одним из направ- 
лений поля, определяемых уравнением (1) в этой точке. 

3. Задача, в которой ищется интегральная кривая уравне- 
ния (1), проходящая через заданную точку (Xo, Yo), называется 
задачей Коши. 

Будем говорить, что решение задачи Коши с начальными 
данными Хо, Yo единственно, если существует такая окрестность 
ТОЧКИ Хо, ЧТО число интегральных кривых, определенных в этой 
скрестности и проходящих через точку (Xo, Yo), равно числу 
направлений поля, определяемых уравнением (1) в этой точке, 
так что по данному направлению проходит одна инте- 
гральная кривая. В противном случае говорят, что единствен- 
ность (решения задачи Коши) нарушена. 

Пример 5. Найдем решение уравнения (4), удовлетворяющее начальному 
условию 

y=1 при х=0. (17) 

Воспользуемся формулами (6) и (7). Подставляя в каждую из них на- 
чальные данные 0 и 1, имеем 1=С?, откуда C=+1, так что искомыми 
решениями будут параболы (рис. 20): 

у= (х+1)°; у=(х—1)*. (18) 
Единственность решения задачи Коши не нарушается, ибо в начальной точ- 
ке (0, 1) уравнение (4) определяет два направления поля: 

и =2, и =-2 (19) 

и через эту точку проходят две интегральные кривые (18). 
Пример 6. Возьмем уравнение (4) и поставим следующее начальное 

условие: 
y=0 при Х=Хь, (20)
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т. е. будем искать интегральные кривые, проходящие через точку (Xo, 0), 
лежащую на оси Ох (рис. 21). 

Так же, как и выше, найдем, что через точку (хо, 0) проходит парабола 

y= (х— хо). (21) 

Кроме того, через эту точку проходит решение у= 0, а также 

0 при Xx< Xo, 

(X—Xo)* при X>Xp 

H ы 

X—Xo)? при Хх<Ж, у [ м р 0 (23) 

при Хх >». 

3 

Рис. 20. Рис. 121. 

Единственность решения задачи Коши в точке (хо, 0) нарушается, так 
как в точке (хо, 0) уравнение (4) определяет только одно направление 
ПОЛЯ; , 

y’ =0, (24) 

в то время как через эту точку проходит не одна интегральная кривая. 
Пример 7. Найти решение уравнения 

у? =4х, (25) 

удовлетворяющее начальному условию 

y=Yo при х=0, (26) 

т. е. найти интегральные кривые, проходящие через точку (0, Yo), лежащую 
на оси Оу. 

Решая уравнение (25) относительно И’, имеем: 

y’=2x, y’=—2x. (27) 

Интегрируя эти уравнения, получим два семейства интегральных кривых 
(рис. 22): 

у=х?+С; y=—x?+C, (28) 

Полагая в пих х=0, y=Yo, пайдем С=у, так что через точку (0, Yo) 
проходят интегральные кривые 

у=х у Y=—X*+Yo. (29)
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Кроме того, через точку (0, Yo) проходят две интегральные кривые, состав- 
ленные из отрезков этих интегральных кривых: 

y ( X*4+Yo при х< 0, 
= 30 

—х*+\ при х>0 . (30) 

— x2 | х< 0, у= | + Yo при < (31) 

1 + при x>0. 

Единственность (решения задачи Коши) в точке (0, Yo) нарушается, ибо 
через нее проходит не одна интегральная кривая, в то время как направ- 

ление поля в ней только одно: 

у’ =0. (32) 

Заметим, что каждая точка оси Оу является точкой соприкосновения 
интегральных кривых семейств (28) (рис. 22). 

4. Пусть у. есть одно из вещественных решений уравнения 

(11). Укажем условия, при которых существует только одна ин- 
тегральная кривая уравнения (1), проходящая через точку 
(Xo, Yo), такая, что касательная к ней в точке (Xo, Yo) образует 
с положительным направлением оси Ох угол a, тангенс KOTO- 

7 рого равен ух. 

Теорема. Предположим, что левая часть уравнения (1), 

F(x, y, у’) =0 

} удовлетворяет следующим трем усло- 
виям: 

1) функция Е(х, у, У’) определена и 
непрерывна вместе со своими частными 
производными в некоторой замкнутой 
окрестности точки (Xo, Yo, И’); 

2) функция F в точке (хо, Yo, yi) 06- 

ращается в нуль; 
3) производная F ‚ в этой точке He 

равна нулю. 
Тогда существует единственное реше- 

ние y=y(x) уравнения (1), определен- 
ное и непрерывно дифференцируемое в 
некоторой окрестности точки X=Xo, yOO- 

Рис. 22. влетворяющее начальному условию 

Y=Yo при x=Xo, (33) 
такое, что 

y’ (Xo) =\. (34) 

1 Матвеев. Методы интегрирования, стр. 115.
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Пример 8. Исследуем вопрос о существовании и единственности реше- 
ния задачи Коши, рассмотренный в примере | п. 3. 

Так как уравнение (4) определяет в начальной точке (0, 1) два направ- 
ления поля (19), то для того, чтобы доказать единственность решения задачи 
Коши, нужно показать, что существует единственное решение уравнения (4): 

у*—4у=0, 
удовлетворяющее начальному условию (17): 

y=1 при x=0, 

и такое, что y’=2 при х=0 или y’=—2 при х=0. Рассмотрим случай y’=2 
при х=0. 

Проверяя выполнение условий приведенной выше теоремы, видим, что 
условия: | и 2 выполнены. Так как 

OF 
—_—_ = 9 

Oy’ 4 (0, 1, 2) 

=4#0, (35) 
(0, 4, 2) 

то условие 3 тоже выполнено. Поэтому существует единственное решение 
у=у(х), удовлетворяющее начальному условию (17), и такое, что y’=2 
при x=0. То же заключение имеет место и в случае y’=—2 при х=0. 
Следовательно, решение задачи Коши для уравнения (4) с начальным усло- 
вием (17) существует и единственно. 

Предлагаем читателю убедиться, что в примерах 2 и 3 п. 3 условия 
теоремы не выполнены (какое условие нарушается?). 

Пример 9. Рассмотрим вопрос о существовании и единственности реше- 
ния задачи Коши для уравнения 

F(x, у, у’) = (y’—1) (У*—49) =6 (36) 
с начальным условием 

y=0 при x=Xp. (37) 

Уравнение (36). определяет в начальной точке (Xo, 0) два направления 
поля: 

= и y’=0. 

Исследуем первое направление. В окрестности точки (хо, 0, 1) функ- 

ция F(x, у, У’) удовлетворяет первым двум условиям приведенной выше 
теоремы. Проверяя третье условие, получаем 

OF 
— = [y?—4y+ (y’—-1) + 2y’| =1+0. (38) 

(xo, 0, 1) OY’ | (xo, 0, 1) 

Следовательно, через точку (%, 0) по направлению у’=| проходит одна 
и только одна интегральная кривая. 

Исследуем второе направление (у’=0). В отличие от первого направле- 
ния имеем 

OF 

Oy’ =0. (39) 
(хо, 0, 0) 

Поэтому через точку (хо, 0) по направлению у’=0 может пройти не одна 
нитегральная кривая. 

Существование и единственность решения задачи Коши (36), (37) He 
гарантируются. Нетрудно убедиться, что единственности и нет. (Найти pe- 
шение этой задачи Коши и сделать рисунок.)
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5. Решение называется частным, если в каждой его точке 
сохраняется единственность решения задачи Коши. 

Пример 10. Каждая из полупарабол (см. рис. 17) 

y=(x+C)2 (x#—C) (40) 
является частным решением уравнения (4): 

y—4y=0 
(почему?). 

6. Решение называется особым, если в каждой точке его 
нарушается единственность решения задачи Коши. 

Пример 11. В примере | мы показали, что уравнение (4) имеет семей- 
ство решений (8) (см. рис. 17): 

у= (х+С)?. 
Кроме того, его решением является ось Ох: y=0. Это решение особое, 
ибо в каждой его точке (хо, 0) нарушается единственность решепия задачи 
Коши, как это показано в примере 6. | 

Так же как и в случае уравнения, разрешенного относи- 
тельно производной (см. гл. Г, п. 9), кривые, подозрительные 
на особое решение уравнения (1), можно найти как по анали- 
тическому виду левой части, так и по семейству интегральных 
кривых. 

Предполагая, что левая часть уравнения (1) имеет произ- 
водную по и’, составляют систему уравнений: 

F(x, у, у’) =0, 
OF 
— =0. (41) 
ду 

Кривая, получающаяся исключением и’ из этой системы, назы- 
вается Одискриминантной кривой уравнения (1). Она может 
оказаться особым решением уравнения (1). 

Пример 12. Дискриминантной кривой уравнения (4): 

у*—4у=0 
будет ось Ох: у=0. Она является особым решением. 

Пример 13. Рассмотрим уравнение (25): 

у? =4х. 

Здесь дискриминантная кривая Х=О (ось Оу) не будет особым решением 
(почему?). Она является геометрическим местом точек прикосновения 
интегральных кривых уравнений (27), на которые распадается уравнение (25) 
(см. пример 7). 

Огибающая семейства интегральных кривых 

у=Фф(х, С) или M(x, y, С) =0 (42)
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уравнения (1) является решением этого уравнения и притом 
особым (почему?). 

Способ нахождения огибающей указан в п. 9 главы I: нужно 
найти дискриминантную кривую семейства интегральных кривых 
и проверить, будет ли она огибающей. 

Пример 14. Для уравнения (4) дискриминантной кривой семейства инте- 
гральных кривых (8) будет ось Ох: y=0. Она, очевидно, является оги- 
бающей семейства (8). 

Пример 15. Рассмотрим снова уравнение (25). Оно имеет два семейства 
интегральных кривых (28): 

у=х+С; у=-—х-+С, 

которые можно переписать в виде одного 

семейства у 

(ух? — С) (у+-С)=0 — (43) | 
ИЛИ 

(y—C)2-—x+=0. (44) У 

Найдем огибающую семейства (44). Ze 5’ 
Дискриминантной кривой этого семейства vs \ 
будет ось Оу: 

x=0. (45) 

Она, очевидно, не является огибающей 0. Awe 
семейства (44). И \ \ 

Пример 16. Уравнение 4 

ь + : "3 (46) у 9 у 57 у 

имеет семейство интегральных кривых 

(см. $ 2, пример 8) Рис. 23. 
(y—C)?= (х—С)*. 

Это есть семейство полукубических парабол (рис. 23). Дискриминантная 
кривая этого семейства распадается на две прямые: 

4 
y=x— 97° Y=X., (47) 

Первая из них является огибающей, а вторая He будет огибающей: она 
представляет собой геометрическое место точек возврата (и реше- 
нием не является). 

Заметим, что дискриминантная кривая уравнения (46) тоже распа- 
дается на прямые (47). 

Из рассмотренных примеров видно, что особым решением 
уравнения (1) может быть только дискриминантная кривая 
этого уравнения (или семейства интегральных кривых). Дискри- 
минантная кривая (или ее часть) будет особым решением в том 
случае, когда она (или ее часть) является огибающей семейства 
интегральных кривых (или части семейства). Но дискриминант- 
ная кривая может быть также геометрическим местом точек
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возврата интегральных кривых или точек прикосновения. инте- 
гральных кривых различных ветвей уравнения (1). 

Кривые, подозрительные на особое решение, можно обна- 
ружить также в процессе интегрирования данного дифферен- 
циального уравнения. | 

$ 2. УРАВНЕНИЯ, ИНТЕГРИРУЕМЫЕ В КВАДРАТУРАХ 

7. Уравнение вида 

ут--А1 (х, дут... Аи (х, y)y’+An(x, у) =0 (1) 
vy 

называется уравнением первого порядка п-й crenenu.! Если это 
уравнение удается разрешить (в элементарных функциях) 
относительно и’: 

y’ == [ь (Х, у) (Е=1, 2,..., mM<n), (2) 

то задача его интегрирования сводится к интегрированию урав- 

нений (2). Предположим, что для каждого из уравнений (2) 
найден общий интеграл 

wa(x, и) =С (=1,2,..., тп). (3) 

Совокупность общих интегралов (3) будем называть общим 
интегралом уравнения (1). Эту совокупность можно записать 
и в виде одной формулы 

Особым решением уравнения (1) может быть только его 
дискриминантная кривая. 

Если хоть одно из уравнений (2) имеет особые решения, 
то последние будут особыми решениями и для всего уравне- 
ния (1). 

Пример 1. Рассмотрим уравнение 

Qyy’3— (4xy+2y+1) у’2+ (4xy4+2x-+1) у’-2х=0. (5) 

Разрешая его относительно у’, получаем 

y=1;, у=2х; уУ= _ (6) 
2y 

Интегрируя эти уравнения, находим: 

у=х-+С; у=х?+С; yr=xt+C. (7) 

1 В связи с этим определением уравнение первого порядка, разрешеппое 
относительно производной, называют также уравнением первого порядка и 
первой степени.
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Совокупность этих семейств интегральных кривых или 

(y—x—C) (y—x?—-C) (y2-—x-C)=0 (8) 
образует общий интеграл уравнения (5). Особых решений нет (почему?).. 

Пример 2. Проинтегрировать уравнение 

y3— (2p yty?) y2+2y? ууу =0. (9) 
Разрешим его относительно и’: 

у=0;. у=2уу; у=у?. (10) 
Проинтегрируем эти уравнения: 

; | 1 
у=С; у=(х+С)? (x >-C), УЕО— особое решение; — =—х+С. (11) 

у 
Общим иптегралом уравнения (9) будет 

| 
(y—C) и- («+0)2](— +#—С} = 0. (12) 

у 

Решение у=0 будет особым (почему?). 

8. Уравнение, квадратное относительно у’: 

у?-- ЭР (x, y)y’+Q(x, у) =0 (13) 
задано в области 

P2(x, у) —О (х, у) >0. (14} 

Разрешая его относительно y’, находим 

у’—=—Р(х, и) + УР?(х, у) —О© (х, и). (15). 

Если 

P2(x, y)—Q(x, 9) #0, (16) 
то интегрирование уравнения (13) приводится к интегрирова- 
нию двух уравнений 

у=—Р+ 7—0; у=—Р— УР. (17) 
Дискриминантной кривой уравнения (13) будет 

P2(x, y) Q(x, y) =0 (18) 
(почему?). Эта кривая, и только она, может оказаться особым 
решением уравнения (13). 

Заметим, что если уравнения (17) не принадлежат к изу- 
ченным в главе I типам уравнений и не приводятся к ним при 
помощи очевидных подстановок, а уравнение (13) легко раз- 
решимо относительно х и у (например, если оно линейно отно- 
сительно X H и), TO Cro следует интегрировать не как квадратное 
относительно и’, а как уравнение, разрешимое. относительно х 
или y (см. п. 13—15).
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Пример 3. Рассмотрим уравнение 

y’2—2Qy’+1—y+x=0. (19) 

Оно задано в области (рис. 24) 

у-х>0. (20) 

Разрешая уравнение (19) относительно у’, находим 

у=1+ ух; У=1- ypy-x. (21) 

у 
| у 

| 

_/ \ 
_и 
—/S 

7 | $ 
7 7) 

у >) 

— 0 —> 7 0 — 

Рис. 24. Рис. 25. 

Интегрируя эти уравнения, получаем два семейства интегральных кривых: 

х+С)? x+C)? 
y=XxX+ ( > (х>-—С); у=х+ 1 (x<-C). (22) 

Дискриминантная кривая 

у=х (23) 

является особым решением уравнения (19) (почему?). Интегральными 
кривыми уравнения (19) будут параболы 

(x+C)?2 
y=X+ д (24) 

и их огибающая (23) (рис. 25). 
Пример 4. Для уравнения 

y? + xy’ +y=0 (25) 
дискриминантная кривая 

x2 

y= ит (26) 

не будет особым решением, так как она не является решением этого урав- 
нения. |
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т 

9. В этом и двух следующих пунктах рассматриваются 
неполные уравнения. Если дифференциальное уравнение 
содержит только и’, т. е. имеет вид 

| F (y’) =0, (27) 
причем OHO определяет хоть одно вещественное значение 
у’, то можно найти все интегральные кривые этого уравнения 
без квадратур. | 

Действительно, пусть 

y’=a, (k=l, 9,...) (28) 

есть вещественные корни уравнения (27), так что 

Е (ак) =0 (k=1, 2,...). (29). 

Из уравнения (28) находим 

у=авх--С (Е=1,2,...), (30) 

откуда 

y—C 
an = (Е=1, 2, ...). (31) 

Поэтому уравнение (27) имеет семейство интегральных кривых 

Ы ye) —0. (32) 

Это семейство будем называть общим интегралом уравнения 
(27). Заметим, что общий интеграл (32) получается из диффе- 

y—C 

x 
ренциального уравнения (27) простой заменой у’ Ha 

Если корни уравнения (27) заполняют целый интервал, то, 
как показал IO. С. Богданов, уравнение (27) может иметь 
решения, не содержащиеся в формуле (32). 

Пример 5. Общим интегралом уравнения 

y?+y?—y’+1=0 (33) 

_С \* _С \? —C (222) (HE YF на ва 
Xx x x 

будет 

10. Рассмотрим уравнение, не содержащее искомой функции: 

F(x, у’) =0. (35) 

1 Ю. С. Богданов. О простейшем неполном дифференциальном урав- 
нении. ДАН БССР, т. V, № 10, 1961.
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Оно может оказаться разрешимым (B элементарных функциях) 
относительно и’: 

у=Ь(х) (=Ь2,...). (36) 
Тогда 

y= J i(xyar+c (k=1, 2,...). (37) 

Кроме того, уравнения (36), a следовательно, и уравнение 
(35) могут иметь решения вида 

x=aA, (38) 

которые могут оказаться особыми. Поэтому уравнение (35) 
может иметь особые решения вида (38). 

Пример 6. Уравнение 

| 
y?— —— = (39) 

x 

распадается на два: 

у 1 4 1 
Yum yu-- =z. (40) 

ух ух 

Интегрируя их, получаем 

и=2 У х+С; y=—2Yx+C (41) 

Особое решение будет 

х= 0 (42) 

Если уравнение (35) не разрешимо относительно у’, пыта- 
‘ются найти такие функции Q(t) и p(t), чтобы | 

F[p(t), p(t) ]==0. (43) 
Тогда уравнение (35) можно переписать в виде 

x=9(t), y=p(t). (44) 

В подобных случаях говорят, что уравнение (35) допускает 
параметрическое представление (44). 

Покажем, что если уравнение (35) допускает параметриче- 
ское представление (44), то всегда можно найти в квадратурах 
семейство интегральных кривых в параметрическом виде. 

С этой целью воспользуемся основным соотношением 

dy=y'dx. (45)
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Заменяя в нем у’ на ф(Г), а dx на ф’ (Г) 4, находим 

dy= p(t)’ (1) dt, (46) 
откуда 

y= Л ve фас: (47) 
Присоединяя сюда x=qQ(t), получим искомое семейство инте- 
гральных кривых 

x=@(t), 

y= | yo atte, 
которое будем называть общим решением уравнения (35) 
в параметрической форме. 

Если существует такое конечное число а, что 

(48) 

lim F(x, y’)=0 (49) 

y’> +00 

HJM 

lim F(x, y’)=0, (50) 

7 у 
то прямая 

x=a (51) 

является решением уравнения (35). Это решение может ока- 
заться особым. _ | 

11. Уравнение, не содержащее независимой переменной ‘ 

F(y, у’) =0, (52) 
в случае, когда оно разрешимо относительно и’: 

y’ =, (у) (k=1, 2, ...), (53) 

имеет общий интеграл 

ау 
ae =хС (=12,...). 54 С | в 

Уравнение (52) может иметь решения вида | 

где oe 

F(6, 0) =0. . (56) 
Эти решения могут оказаться особыми. т.
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Если уравнение (52) не разрешимо относительно и’, HO 
допускает параметрическое представление 

y=(t), У=ФО), (57) 

ау=у’ах; q’(t)dt=y(t)dx. (58) 

Поэтому уравнение (52) имеет следующее общее решение 
в параметрической форме: 

x= $ (1) dt+-C, 

TO находим 

p (2) (59) 
y=9(t). 

Пример 7. Рассмотрим уравнение 

y= уу+1. (60) 
Полагая у’=$В будем иметь: 

y=cht, y’=sht. (61) 
Тогда | 

ау=у’ах; shtdt=sh tdx. (62) 
Поэтому 

x=t+C, 
(63) 

y=cht. 

Исключив параметр & получим семейство цепных линий (рис. 26) 

y=ch (x—C). (64) 

Полагая в уравнении (60) y=, найдем b=1, так что прямая 

будет решением уравнения (60). Это решение особое, ибо оно является 
огибающей семейства (64) (см. гл. I, $ 2, пример 3). 

y 12. Предположим, что ypaB- 
Т нение (1): 

F(x, у, у’) =0 

допускает параметрическое 
представление 

yal —т x= (4, v), y= (yu, и), 
0 У’ =x (u, у), (66) 

| где и и о — параметры. Тогда 
его интегрирование можно 

Рис 926 привести к интегрированию 
| уравнения разрешенного 

относительно производной, связывающего пара- 
метры и и 9. 
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В самом деле, пользуясь основным соотношением dy=—y’dx, 
получаем 

Op Op _ Og ap 
боб орон (иь 2) (Sh dut SP do) (67) 

ИЛИ 

а 

Предположим, что для уравнения (68) найдено общее 
решенме | 

0= (и, С). (69) 
Тогда уравнение (1) имеет следующее общее решение в пара- 
метрической форме: 

c=9lu, w(u, С)], Уи, в (и, C)]. (70) 
Если уравнение (68) имеет особое решение 

u=y(u), (71) 
TO 

х=ф[и, у(и)], y=pl4, у(и)] (72) 
может быть особым решением уравнения (1). 

На деле возможность применения изложенной схемы инте- 
грирования уравнения (1) ограничена двумя трудностями: во- 
первых, параметризацией уравнения (1), во-вторых, интегриро- 
ванием уравнения (68). 

В п. 13—15 рассматриваются частные случаи уравнения. (1), 
в которых эти трудности частично или полностью преодоле- 
ваются. 

13. Если уравнение (1) разрешено (или разрешимо) отно- 
сительно у или х, то параметризация его не представляет 
затруднений. 

Пусть уравнение (1) имеет вид 

y=9(x, у). (73). 
Тогда за параметры и и VU можно взять х и и’: 

‘Х==х, у==Ф(х, у’), У=У. (74) 
Будем (здесь и в дальнейшем) обозначать производную у’, 
рассматриваемую как параметр, буквой р. Тогда (опуская pa- 
венство х=х) можно переписать (74) в виде 

y=9(*, р), и=Рр. ` (75)
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Далее, пользуясь основным соотношением ду==у’Ах, получаем 

Op 
Ox 

Предположим, что для уравнения (76) можно найти общее 
решение 

д 
dx+ 5p ар=рах. (76) 

р=р(х, С) или х=х(р, С). (77) 

Тогда, подставляя (77) в у=ф(х, р), получим для уравнения 
(73) соответственно общее решение 

y= g(x, p(x, C)], (78) 

или общее решение в параметрической форме: 

x=x(p, С); y=g@[x(p, С), р]. (79) 
Если уравнение (76) имеет особое решение 

p=v(x), (80) 
TO 

у=Ф[х, у(х) | (81) 
может быть особым решением уравнения (73). 

В случае, когда уравнение (1) разрешено относительно х: 

x=ly, у’), (82) 

параметрическим представлением будет 

х=Ф(у, р), УР. (83) 
Далее, 

dy=y'dx; ау= (5° dy+ 9 а (84 Y=YOX, Ро, SUT ор ЧР], ) 

откуда 

| р==р(у, С) или y=y(p, С). (85) 
Подставляя (85) в х=Ф(у, р), соответственно получаем: 

7 х=ф[у, p(y, C)] (86) 
или. 

х=ф[у(р, С), р]; y=y(p, С). (87) 
_Ecam уравнение (84) имеет особое решение 

| p=vl(y), (88) 
TO 

x=gly, v(y)] (89) 
может быть особым решением уравнения (82).
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14. Если уравнение (1) не только разрешено относительно 
y (или х), HO его левая часть зависит линейно OT XH у: 

А (уу Ву) ХС (и) =0, (90) 

то оно не только всегда допускает указанную выше параметри- 
зацию, но и всегда интегрируется в квадратурах, ибо уравнение, 
связывающее параметры, оказывается линейным. 

Уравнение (90) можно записать в виде 

y=G(y’)x+p(y’). (91) 

Если g(y’)y’, то это уравнение называется уравнением 
Лагранжа. Следуя сказанному в п. 13, находим 

у=Ф(р)х-ф(р), УР; (92) 
ау=у’4х, (p)dx+xq’ (p)dp+y’ (p)dp= pdx (93) 

[p(p) —p] dx+ [xq (р) +’ (р) |dp=0. (94) 

Если p(y’)sconst, то уравнение (94) приводится к линей- 
ному относительно х!: 

ах Ф (р) sp (p) 
ар" o(p)—p ~~ р—Ф(р) Lote) -р—0?]. (95) 

Интегрируя его и подставляя найденное значение х в первое 
из уравнений (92), получим 

х=А(р)С-+В(р); у=А! (р) С-+ Ви (р), (96) 

т. е. общее решение уравнения Лагранжа (91) в параметричес- 
кой форме. 

Если уравнение 

ф(р) —р=0 (97) 

имеет вещественные решения р==р:, то, подставляя их в первое 
из уравнений (92) и замечая, что ф(р:) =рь, получим 

Y= pixt+p (pi). (98) 

Эти прямые всегда являются решениями уравнения Лагран- 
жа (91). Они могут быть особыми решениями. 

1 В случае, когда p(y’) =const, уравнение (94) будет уравнением 
с разделяющимися переменными. Дальнейшие рассуждения 
остаются без изменений.
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Пример 8. Проинтегрировать уравнение 

4 И 8 } 99 
у=х— —-у?+ — 9, у 9+ 571 (99) 

рассмотренное в примере 16 $ 1. 
Имеем 

ры ЗЫ 3 ep. 
9 57 р, Y=P, 

8 8 ) (109) 
ау=у’ах, dx+ (- — p+ — р? ) dp= pdx 

9 9 | 

или 
8 

(1—p)dx— “9 РИ-Р)4р=0. (101) 

Это уравнение распадается Ha два: 

8 
4х— — _рар=0; 1—p=0. (102) 

Из первого уравнения находим 

4 
x= oP +e. (103) 

Поэтому 

ь 2+С 8 3+С (104) x= — ; = —— 9 р у 97? 

будет общим решением уравнения (99) в параметрической форме. Исключая 

параметр р, получим 
(и=С)?= (х-—С)з. (105) 

Второе из уравнений (102) дает р=1. Поэтому 

y=x— 7 (106) 

будет решением уравнения (99). Это решение осо бое (см. п. 6, пример. 16). 

‘15. Уравнение вида 

y=xy' +p (y’) (107) 

называется уравнением Клеро. Интегрируя его по той же 

схеме, что и уравнение Лагранжа, находим 

у=хр-Еф(р), У=Рр; 
dy=y'dx, pdx+xdp-+w’(p)dp=pdx; (108) 

[x+p’ (р) ]dp=0. 
Последнее уравнение распадается на два: 

ар=0; х-ф’(р) =0. (109)
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Первое из них дает p=C. Подставляя это значение р в Y= 

=xp-+p(p), получим 
y=xC+(C). (110) 

Это есть общее решение уравнения Клеро. Оно состоит’ из 
прямых линий. Заметим, что для получения общего ре- 
шения (110) достаточно просто заменить в уравнении Клеро 
производную и’ на произвольную постоянную С. | 

Второе из уравнений (109) дает х= —щ’(р). Подставляя 
это значение х в y=xp+p(p), получим 

y=—p’ (p)p+(p). 
Уравнения 

х=—4'(р); y=—p'(P)P+H(P) — (111) 
доставляют решение уравнения Клеро. Это решение. будет 
заведомо особым, если функция ф(р) дважды непрерывно 
дифференцируема и \ф”(р) не меняет знака. 

Действительно, найдем дискриминантную кривую семейства 
(110). Имеем: 

y=xC+4p(C); 0=x+y'(C), (112) 
так что дискриминантной кривой будет 

—=—4$' (С); y=—p'(C)C+yp(C). (113) 
Если 1” (С) сохраняет знак, то дискриминантная кривая (113) 

будет заведомо огибающей семейства (110) и, следовательно, 
особым решением уравнения (107). Но уравнения (111) и (113) 
отличаются только обозначением параметра. Следовательно, 
уравнения (111) доставляют (при сделанном предположении). 
особое решение уравнения Клеро. 

Пример 9. Рассмотрим уравнение у 

y’?— xy’ + y=0. (114) 

Это уравнение является квадратным 
уравнением относительно y’ и вместе 
с тем оно — уравнение Клеро. Его удоб- 
нее решать как уравнепие Клеро: 

у=ху’— у”. (115) ~ 0 _ 

Общим решением будет YA i 
у=Сх— С? (116) < 

Ищем огибающую семейства (139). < 
Имеем | ` 

y=Cx—C?, 0=х-—2С (117) 
или 

х=2С; y=C?, (118) Puc. 27.
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Это — дискриминантная кривая семейства (116). Oua является огибаю- 
щей, ибо 1ф”(р) =—2==0. Исключая из уравнений (118) параметр С, нахо- 
дим особое решение уравнения (115) в явном виде: 

x2 

и=-- (119) 

Интегральными кривыми уравнения (115) являются парабола (119) и се- 
мейство прямых (116) — семейство касательных к параболе“ (119) (рис. 27), 
а также кривые, полученные склеиванием. 

Пример 10. Найти кривую, касательные ‘к которой равно удалены от 
начала координат. 

Пусть у=у(х) есть искомая кривая. Тогда уравнение касательной к ней 
в точке (х, ИУ) имеет вид 

Y¥—y=y'(X—x), (120) 
где Х и Ур— текущие координаты касательной. Так Kak расстояние от Ha- 
чала координат до касательной (120) (согласно известной из аналитической 
геометрии формуле расстояния от данной точки до данной прямой) равно 

— xy’ 

st (121) 
+Yy?t+l 

то в силу условия задачи находим 

— хи’ 

А, (122) 
yuri 

так что приходим к уравнению Клеро 

у=ху+ у?+1. (123) 

Прямые 

y=Cx+kV C+, (124) 

образующие общее решение этого ' уравнения, не представляют интереса. 
Ищем огибающую семейства (124). Имеем 

__ ЕС 
y=CxtkVC4i; 0=х+ jon (125) 

+ 

ИЛИ 

ЕС R 
——; = (126) 

у 2+1 jCrl 
Это есть огибающая семейства (124) (почему?). Исключая параметр С, no- 
лучим 

х= — 

х2 + у? = Ё*. (127) 

Эта окружность и является искомой кривой. 

В заключение отметим, что основными методами интегриро- 

вания уравнения первого порядка, не разрешенного относитель- 
но производной, являются разрешение его относительно произ-
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водной и интегрирование полученных уравнений и метод введе- 
ния параметра, в котором путем использования основного 
соотношения ау=у’Ах интегрирование данного уравнения тоже 
приводится к интегрированию уравнения, разрешенного отно- 
сительно производной. 

Среди уравнений, решаемых этими методами, наиболее 
важными являются уравнение, квадратное относительно произ- 
водной, и уравнение Клеро. 

Решая уравнение, не разрешенное относительно производ- 
ной, студент должен внимательно следить за возможной поте- 
рей решений, которые могут оказаться ‘особыми. Кроме того, 
нужно уметь находить кривые, подозрительные на особое реше- 
ние, по виду уравнения и по семейству интегральных кривых 
и уметь проверить, будут ли они особыми решениями. 

$ 3. ЗАДАЧА О ТРАЕКТОРИЯХ 

16. Изогональной траекторией семейства кривых 

Ф(х, у, а) =0, (1) 
где а — параметр, называется кривая Ly (рис. 28), пересекаю- 
щая все кривые L этого семейства под одним и тем. же углом а, 
т. е. угол между касательными к кривым Ly и L в точке пере- 
сечения равен a. 

1 
Если a= “9 то изогональная траектория называется орто- 

гональной. 

Пример 11. Рассмотрим семейство полупрямых, выходящих из начала 
координат (рис. 29): 

у=ах (x#0); х=0 (y #0). (2). 

Очевидно, что всякая окружность 
х2- у? = С? (3) 

будет ортогональной траекторией этого семейства, и обратно: каждая из 
полупрямых (2) является ортогональной траекторией семейства (3). 

Если составить дифференциальные уравнения семейств (2) и (3), то 
ясно, что поля направлений, определяемые полученными уравнениями, будут 
взаимно ортогональны. Ноэтому эти дифференциальные уравнения могут 

1 
быть получены одно из другого простой заменой у’ на — —. 

В самом деле, найдем дифференциальное уравнение семейства (2). Опо 
находится исключением а из системы 

у=ах; =a. (4) 

Получаем 

y= (5)
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[Полупрямые х=0 (у==0) — полуоси оси Оу являются решениями перевер- 
нутого . уравнения.] Дифференциальным уравнением семейства (3) будет 

х+уу’=0 (6) 
или 

'=- — (7) 

Поля направлений, определяемые уравнениями (5) и (7), взаимно орто- 
гональны. 

Уравнение (7) может быть получено из уравнения (5) заменой у’ на 

— —. Интегрируя уравнение (7), очевидно, получим семейство (3). Анало- 
у 

гично находятся ортогональные траекторин любого заданного семейства. 

у 
| 

Рис. 28. Рис. 29. 

Для нахождения ортогональных траекторий семейства (1) 
составляют дифференциальное уравнение этого семейства, для 
чего исключают параметр а из системы 

D(x, y,a)=0; ФФУ (8) 
и заменяют в найденном дифференциальном уравнении 

F(x, y, у) =0 (9) 
1 

производную y’ на. — y Получают 

F(x, р -=)= | (10) 

Остается проинтегрировать это уравнение.
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Для получения дифференциального уравнения семейства 
изогональных траекторий нужно в уравнении (9) заменить у’ на 

у 
hy” uy 

где k=tg a! 

( no 12. Найти ортогональные траектории семейства окружностей 
рис. | 

x? + y?—2ay=0. (12) 

Исключая а из системы 

x2+y2—2ay=0; x+yy’—ay’=0, (13) 

находим, что дифференциальным уравнением данного семейства (12) будет 

, 2ху 7 
у = у. (14) 

eo | / 1 + 

Заменяя в уравнении (14) У Ha — —, получим 
у 

у2—х? 

y= —> —. (15) 
2ху 

Интегрируя, найдем 

x?+ y2=Cx, (16) 

Это семейство окружностей и является искомым семейством ортогональных 
траекторий. 

Пример 13. Найти изогональные траектории семейства полупрямых (2). 
Дифференциальным уравнением этого семейства является уравнение (5). 

Заменяя в нем и’ выражением (11), получим 

уу 
Ау’ x (e=tg a). (17) 

Иитегрируя, находим 

ОНИ 4 aretg И 
уху? = Сев х. (18) 

Записав это семейство кривых в полярных координатах (х=г со$ 9, y= 
=rsin 9): 

r=Cek , (19) 

видим, что оно предсгавляет собой семейство логарифмических спиралей 
(рис. 31). 

1 Матвеев. Методы интегрирования, п. 79; Степанов, стр. 137.
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— 

17. В случае, когда семейство кривых задано в полярных 
` координатах 4 

@M(r, 8, а) =0, (20) 

для нахождения дифференциального уравнения семейства изо- 
гональных траекторий по дифференциальному уравнению за- 

у 

у 
я } 

2 

0 ied 
—т 

C 

Рис. 90. Puc. 81. 

| . dr 
данного семеиства нужно заменить в нем f= 6 на 

Г 
1+k — 

r = (21) 
~__ ip 

r 

Af 
если aF > (R=tg a), и Ha 

r2 

——, 22 (22) 
IU 

если Q= -—. 

Пример 14. Найти ортогональные траектории семейства архимедовых 
спиралей 

r=aQ, (23) 

1 Матвеев. Методы интегрирования, п. 81.
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Дифференциальным уравнением этого семейства будет 

. r 4 
r= —., 

. Г? 
Заменяя в нем г на — ——, получим 

r 

r ] r 
—-—=-— или — =- 6, (25) 

г 9 r 

откуда 

92 

r=Ce ?, (26) 

Это и есть искомое семейство ортогональных траекторий. 
При нахождении изогональных (ортогональных) траекторий семейства 

кривых, заданного в декартовых координатах, иногда бывает полезно пе- 
рейти предварительно к полярным координатам. 

Пример 15. Вернемся к п. 16, пример 12. Переходя в уравнении (12) 
к полярным координатам, получим 

r=2a sin 9. (27) 

Дифференциальным уравнением этого семейства будет 

r=rctg@. (28) 
. re 

Заменяя г Ha — —, находим 
r 

r r 
—— =ctg 0 или — =tg 6, (29) 

r r 

откуда 
r=C cos 8. (30) 

Переходя обратно к декартовым координатам, получим семейство окруж- 
ностей (16). 

$ 4. ЗАДАЧИ 

М атвеев. Сборник задач, № 417, 418, 423, 426, 427, 428, 
429, 430, 432, 434, 438, 439, 445, 449, 450, 451, 452, 453, 454, 456, 
457, 458, 465, 466, 467, 469, 471, 472.



Глава Ш 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЬТЕ УРАВНЕНИЯ 
ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ 

СОДЕРЖАНИЕ 

$ 1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ. 

1. Уравнение п-го порядка и его решения. 2. Геометрическое 
и механическое истолкования уравнения второго порядка и его 
решений. 3. Задача Коши. 4. Достаточные условия существова- 
ния и единственности решения задачи Коши. 5. Понятие о гра- 
ничной (краевой) задаче. 6. Общее решение, общее решение 
в форме Коши, общий интеграл, общее решение в параметриче- 
ской форме. 7. Частное решение. 8. Особое решение. 9. Проме- 
жуточные интегралы. 10. Уравнение п-го порядка, не разрешен- 
ное относительно старшей производной. 

$ 2. УРАВНЕНИЯ, ИНТЕГРИРУЕМЫЕ В КВАДРАТУРАХ, 

И УРАВНЕНИЯ, ДОПУСКАЮЩИЕ ПОНИЖЕНИЕ ПОРЯДКА 

11. Уравнение, содержащее только независимую переменную 
и производную 1-го порядка. 12. Уравнение, не содержащее 
искомой функции, и уравнение, не содержащее искомой функции 
и последовательных первых производных. 13. Уравнение, ` не 
содержащее независимой переменной. 14. Уравнение, однород- 
ное относительно искомой функции и ее производных. 
15. Обобщенное однородное уравнение. 16. Уравнение, левая 
часть которого есть точная производная. 

$ 3. ЗАДАЧИ 

ЛИТЕРАТУРА 

Основная 

Матвеев. Методы интегрирования, гл. Ш. пп. 82—100. 
Степанов, гл. IV, § 1, стр. 140—143 (до формулы (6)), стр. 5 

$ 2 стр. 154—158 (кроме примечания), стр. 159—162 (до п. 4), $ 3 
стр. 167—170 (до примера 7), стр. 172—177, § 4. 

Эльсгольц, гл. Il, § 1, 2
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Дополнительная 

Степанов, гл. IV, $ 3, п. 4 (Приложение к динамике точки), $ 4, при- 
мер 7 (Линия погони). 

Смирнов, гл. IJ, § 2, п. 16 (Изгиб. балки), п. 17 (примеры 1 и 2). 

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ’ 

$ 1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ 

1. Уравнение п-го порядка, разрешенное относительно про- 
изводной, имеет вид 

ymM—=f (x, у, У’, ..., yr), (1) 

где | есть известная функция, заданная в некоторой области 
изменения переменных х, и, ИУ’, ..., И", которую мы будем 
(при n>1) называть областью задания уравнения (1). Отно- 
сительно функции | предполагают, что она по крайней мере 
непрерывна в области задания. 

Решением уравнения (1) в интервале (а, 6) называется 
всякая функция 

у=у(х), (2) 

которая определена и п раз непрерывно дифференцируема 
в этом интервале и обращает уравнение (1) в тождество 

у (x) =Нх, у(х), у’(х), ..., yr (x) (axcx<b). (3) 

Решение уравнения (1) может быть задано также в неявном 
виде: Ф(х, у) =0 и в параметрической форме: х==Ф({), у=ф(1). 

В отличие от уравнений первого порядка уравнение п-го 
порядка (1) не может иметь решений вида х==а (A=const). 

График решения уравнения (1) называется интегральной 
кривой. 

2. Уравнение второго порядка 

F(x, y, у’, у") =0 (4) 

можно Переписать в виде 

3 

Fi x, y, 9’, Y -(i+y”2) 2 | =0. (5) 

| (1-+y’2) 2 ; 
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Отсюда следует, что оно представляет собой связь между 
координатами точки (x, у) интегральной кривой y=y(X), Ha- 

и 

клоном касательной у’и кривизной в этой точке. 
3 

(l+y”) ? 
Пример 1. Уравнение 

5 
у"=т(1+у”) 2 (6) 

выражает геометрически TOT факт, что кривизна в каждой точке любой 
интегральной кривой этого уравнения есть постоянная величина, равная т. 
В частности, при т=0 имеем 

у" =0. (7) 
Решениями этого уравнения являются все кривые, кривизна которых в каж- 
дой точке равна нулю. Очевидно, это прямые 

у=С.х-+ С», (8) 

где C, и C, — произвольные постоянные. 

Если материальная точка массы 1т движется MNO OCH Ох ПОД 

ах 
действием силы F(t, Х, al зависящей от времени f¢, положе- 

x 
ния Хх этой точки и ее скорости ЧЕ В момент времени f¢, то, со- 

гласно второму закону Ньютона, находим 

2х ( ar) | 
т —— =Е| Е oo di? at (9) 

ИЛИ 
ах =) ( Е = | 7 — —__ 
diz [ ’ x, dt [ т ) (10) 

d?x 
rae Tie — ускорение точки в момент времени f. 

Уравнение (10) есть дифференциальное уравнение второго 
порядка. Всякому решению 

= (1) (11) 
уравнения (10) соответствует определенный закон [BH XK e- 
ния точки по оси Ox. Решение (11) будем называть движе- 
нием, определяемым дифференциальным уравнением (10). 

Уравнение (10) выражает закон движения в дифферен- 
циальной форме. Задача интегрирования уравнения (10) 
состоит в TOM, чтобы выразить этот закон в конечной 
форме.
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Если существует такое число хо, что 

rt, Хо, 0) — (12) 

при всех рассматриваемых значениях времени [, то уравне- 

ние (10) имеет решение 
Х== №. (13) 

Движение, соответствующее этому решению, называется состоя- 

нием покоя. 

\ 

Пример 2. Дифференциальное уравнение 

dx d*x 
=—X или 

dt? dt? 

определяет движения х=0 (состояние покоя), x=cos?, x=sint и бесчислен- 
ное множество других движений: 

х= С, cos t+Cz sin &. 

-+x=Q 

3. Задача Коши для уравне- 
ния (1) ставится так: найти реше- У 
ние (2), удовлетворяющее началь- 
ным условиям: Y= YG 

Y=Yo, Y= Y'y ...; Me JA Oy 
yr = yO) при х==жь (14) Jo 

где Xo, Yo, И, ..., YO — задан- of к “1 
ные числа (начальные данные 
решения (2)). 

В случае уравнения второго по- 
рядка: 

y" =f (x, у, У’) (15) 
начальные условия имеют вид 

y=Yo, y’=y', при Х=Жь, (16) 

так что в точке х=хо задаются значения искомой функции у(х) 
и ее первой производной у’(х). Геометрически речь идет о на- 
хождении интегральной кривой у=и(х) (рис. 32), проходящей 
через заданную точку Mo(Xo, yo) и имеющей в этой точке задан- 
ный наклон касательной tg ao=y . 

Если в достаточно малой окрестности точки хо существует 
только одна интегральная кривая уравнения (15), которая 
проходит через заданную точку (Xo, Yo) и имеет в ней 
заданный наклон касательной у, то говорят, что 

задача Коши с начальными данными Хо, Yo, у, имеет единствен- 

ное решение. 

Рис. 952.
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Пример 3. Найти интегральную кривую уравнения 

у" =-—1, 

l 
проходящую через точку 1, >) и касающуюся прямой x+y=0. 

(17) 

Задача сводится к нахождению решения уравнения (17), удовлетворяю- 
щего начальным условиям (рис. 33): 

Рис. 38. Рис. 34. 

1 
=—, y’=-—] при х=1. у о у p 

Интегрируя уравнение (17), находим 

у=—х-+С.. 

Интегрируя еще раз, получаем 
2 

5 +C,x+Co. y=— 

(18) 

(19) 

(20) 

Эта формула, очевидно, содержит в себе все решения уравнения (17). 
Подставим в систему уравнений 

x2 

y=—- 5 + С:х-+С,; y’=—x4+C, 

~~ . | 
вместо х, у и И’ их начальные значения: 1, > и —1!. Получим: 

1 1 

(21) 

(22) 

Решая эту систему относительно С. и Co, имеем: C,=0, С.=1. Подставив 
найденные значения С: и Co в формулу (20), найдем 

x2 

=—— +1. 
2 

(23)
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Эта парабола (рис. 34) и есть. искомая кривая. Так как формула (20) со- 
держит все решения уравнения (17), то других решений, удовлетворяющих 
начальным условиям ` (18), H, следовательно, других кривых, удовлетворяю- 
IHX условиям нашей задачи, нет. 

Для механического истолкования задачи Коши обратимся 
к дифференциальному уравнению (10). Задача Коши для этого 
уравнения состоит в нахождении движения (11), удовлетворяю- 
щего начальным условиям: 

dx 
ар = при 0; (24) 

где числа fo, жи Uo (начальные данные движения (11)) 
суть соответственно начальный момент времени, начальное по- 

ложение и начальная скорость точки. 

X= №, 

d?x 
Яример 4. Движением х=х(Г), определяемым уравнением 2 +x=0 

и начальными условиями 

1 ах 0 t=0 (25) x=1, == при —vV; dt 
очевидно, будет 

x=cos $. (26) 

4. Теорема Пеано. Если правая часть уравнения (1) 
непрерывна в (n+1)-mepHom параллелепипеде 

К: х—жю |< а, | у—\ |<, | Уфу, ...у 

| xr — yim) |<, 

где a и b — заданные положительные числа, и, следовательно, 
ограничена в нем: 

F(X, у, у’, ..., YO) М, (27) 

где М — постоянное положительное число, то существует по 
крайней мере одно решение (2) уравнения (1), удовлетворяю- 
щее начальным условиям (14), заведомо определенное в интер- 
вале 

| х— хо |<A, (28) 

где 

b 
, 29 

max (M, У... › [yr ]) 29) 
h=min [
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Дадим упрощенную формулировку теоремы Пикара, гаран- 
тирующей не только существование, но и единственность реше- 
ния задачи Коши. | 

Теорема Пикара. Если правая часть уравнения (1) 
определена в параллелепипеде R ц удовлетворяет в нем двум 
условиям: 

h(x, у, у',..., И") непрерывна; 

of Of Of , | 
) ду’ ov Ley ww существуют и ограничены: 

TO уравнение an имеет единственное решение (2), удовлетво- 
ряющее начальным условиям (14), заведомо определенное в 
интервале (28). 

Из теоремы Пикара следует, что если правая часть уравне- 
ния (1) есть полином относительно аргументов у, у’, ..., 
у"), то существует единственное решение (2), удовлетворяю- 
щее начальным условиям (14), где начальные значения искомой 
функции и ее производных могут быть выбраны совершен- 
но произвольно, а начальное значение независимой пере- 
менной должно принадлежать интервалу непрерывности 
коэффициентов полинома. 

Если же правая часть уравнения (1) есть полином относи- 
тельно всех аргументов, то все начальные данные можно 
выбирать произвольно. 

Пример 5. Для уравнения 

ууу" + у — 6x? (31) 
существует единственное решение, удовлетворяющее начальным условиям: 

Y=Yo, У=у,, У’=У, при х=хь, (32) 

где Xo, Yo, у, у, — произвольные заданные числа. Например, решением, 

удовлетворяющим начальным условиям 

у=0, у’=0, у’=2 при х=0, (33) 
будет 

y= x?, (34) 

Других решений, удовлетворяющих начальным условиям (33), нет. 

5. В задаче Коши условия, которым должно удовлетворять 
искомое решение, задаются при одном и том же значении 
независимой переменной. В теории дифференциальных уравне- 
ний большое значение имеет также задача, в которой искомая
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функция (и ее производные) должна удовлетворять некоторым 
условиям на концах заданного интервала, и ищется реше- 
ние, определенное внутри этого интервала. Такая задача 
называется граничной или краевой задачей, а упомянутые 
условия — граничными или краевыми условиями. 

Пример 6. Найти интегральную кривую уравнения (17): 
у" =-—1, 

пересекающую ось Ох в точках x=—1 и х=1. 
Нужно найти решение уравнения (17), удовлетворяющее граничным 

условиям: | 
у=0 при х=-—1; y=0 при х=1. (35) 

Все решения уравнения (17) содержатся в формуле (20). Полагая в ней 
сначала х—=р—1, у=0, затем х=1, у=0, получим: 

1 | 

| 
откуда C,=0, С›= > Подставляя найденные значения C, и Cy в форму- 

лу (20), найдем 
x? 1 (37) 

и= — —— + _, ‘ 

2 2 

Эта парабола (рис. 35) и есть искомая кривая. Часть ee, соответствующая 
интервалу [—l, +1], является решением граничной задачи (17), (35). 

Пример 7. Найти решение урав- 
нения 

y 

у” = 6x, (38) 

удовлетворяющее граничным условиям: | 

уу’ =0 при х=0; 
y—y’=0 при х=1. (39) 

Все решения уравнения (38) содер- 
жатся в формуле 

у=хз-+ С.х- С.. (40) ГУ —х 

Выбирая значения произвольных 
постоянных С: и Cy так, чтобы удовле- 
творялись условия (39), приходим к си- 
стеме уравнений 

C.+C,=0: Рис. 30. 

1+ С: +С.—3—С,=0, (41) 

откуда Cy=—2, Co=2, так что искомым решением будет 

у=хз—2х+2 (051. (42) 

6. Определение общего решения уравнения y’=/(x, и), 
приведенное в главе I, п. 7, распространяется на уравнение п-го 
порядка, разрешенное относительно старшей производной (1): 

ут —=Р(х, у, и,..., YO),
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Рассмотрим некоторую область О изменения переменных 
x, y, y’, ..., И", в каждой точке которой имеет место суще- 
ствование и единственность решения задачи Коши. 

Определение. Функция 

y=(x, Cr, С», ..., Cn), (43) 
определенная в некоторой области изменения переменных 
x, Cy, Co, ..., Cn и имеющая непрерывные частные производные 

по х до порядка п включительно, называется общим решением 
уравнения (1) в области О, если: 

1) система уравнений 

y= (x, Ст, С», sey Cn), 

y’ = (x, Ci, C2, coe yg Cn), , (44) 

yr) — 07-9 (x, Cy, Co, ..., Cn) | 

разрешима в области D относительно произвольных постоян- 
ных Cy, Co, ..., Cn, так что мы имеем 

С! = фи (х, у, у’, ...у yr), 

Co= pa (x, у, у, coy yr), , (45) 

Cr=Ynl(%, у, У’, ..., YOO); | 

2) функция (43) является решением уравнения (1) при всех 
значениях произвольных постоянных, доставляемых формулами 
(45), когда точка (x, и, y’,..., y™") пробегает область О. 

Формула общего решения (43) содержит в себе все реше- 
ния с начальными данными из области О. Каждое из них полу- 
чается из формулы общего решения (43) при соответствующих 
значениях произвольных постоянных Cy, Co, ..., С», которые 
определяются из системы (44) после замены (x, и, y’,..., yi) 
начальными данными решения.! 

Общее решение, записанное в виде 

ГУ=Ф(х, Хо, Yo, ys oe 89 yr), (46) 

где %o — фиксированное число, а величины Yo, Yh, ---, yr) — 

начальные значения искомой функции у и ее производных 
у,..., И" при Х=л — играют роль произвольных 
постоянных, называется общим решением в форме Коши. 

+ С решением задачи Коши при помощи формулы общего решения мы 
по существу уже встречались в п. 3 (пример 3), ибо формула (20), содер- 
жащая в себе все решения уравнения (17), является общим решением этого 
уравнения в области |x| <+00, |у| <+ о, |у’] <+00.
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Если общее решение уравнения (1) задано в неявном виде 

M(x, ‘у, Ci, Co, ...у Cn) =0, (47) 

/ 

TO OHO называется общим интегралом этого уравнения. 
Если функция (43), дающая общее решение уравнения (1), 

задана в параметрическом виде 

x= (ft, Ci, C2, ee ey Cn); y= (6, Ci, Ce, ...у Cn), (48) 

то (48) ‘называется общим решением уравнения (1) в парамет- 
рической форме. 

7. Решение y=y(x) уравиения (1) называется частным, если 
в каждой точке его сохраняется единственность решения зада- 
чи Коши, т. е. какую бы точку (Xo, у(%)) на решении у=у(х) 
ни взять, не существует другого решения у=у*(х), которое 
удовлетворяло бы начальным условиям 

y* (хо) =Y (Xo) , y*’ (Xo) =y’ (Xo) yp eee у*т—1 (Xo) == y(r—') (Xo) . 

В случае уравнения второго порядка это означает, что не 
существует другой интегральной кривой, которая проходила бы 
через точку, лежащую на кривой у=у(х), и имела бы общую 
с ней касательную в этой точке. 

Всякое решение, получающееся из общего решения (43) при 
конкретных (допустимых) числовых значениях произвольных 
постоянных Cy, Co, ..., Cn, является частным решением. 
При этом не исключаются и значения +00, 

8. Решение у=иу(х) называется особым, если в каждой его 
точке нарушается единственность решения задачи Коши. 

Если правая часть уравнения (1) является полиномом 
относительно всех аргументов х, у, И’, ..., и"`\\, то это уравне- 
ние заведомо не имеет особых решений. 

Особыми решениями уравнения (1): 

ут) —] (x, у, у’, oer 9 yr), 

правая часть которого непрерывна в области задания и имеет 
частные производные по у, и’, ..., y™', могут быть только 
те кривые, для которых выполняется хоть одно из равенств 

Of of of 
==00, --—=>00,..., =~ = © ду ) ду’ ’ ’ ду" ’ (49) 

так что в этом случае кривые, подозрительные на особое 
решение, находятся из дифференциальных уравнений. 
Так как порядок каждого из них не выше п—|, то уравне-
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ние (1) может иметь семейство особых решений, зависящее от 
произвольных постоянных, число которых не превышает п— 1. 

9. Если в процессе интегрирования уравнения (1) мы полу- 
чим соотношение 

D(x, у, у’, ..., Yr"), Сь..., Cr) =0, (50) 

в которое обязательно входят производная порядка п— А и все R 
произвольных постоянных, то такое соотношение будем называть 
промежуточным интегралом Е-го порядка. 

Промежуточный интеграл А-го порядка представляет собой 
дифференциальное уравнение порядка n—k, Даль- 
нейшее интегрирование этого уравнения (если оно возможно) 
введет еще N—R произвольных постоянных, и мы получим 
общий интеграл уравнения (1). 

Промежуточный интеграл вида 

F(x, у, у’, ..., yo, C1) =0 . (51) 

называется первым интегралом уравнения (1). 
Знание ^(]<А< п) независимых первых интегралов дает 

возможность путем исключения из них производных и", ..., 
у" +19 понизить порядок данного уравнения (1) на Rk единиц. 

Если известно п независимых: первых интегралов, то, исклю- 
чая из них все производные, получим общий интеграл 
уравнения (1). 

10. Рассмотрим уравнение п-го порядка, не разрешенное 
относительно старшей производной: 

F(x, y, y’, ..., ym) =0. (52) 

В простейшем случае, когда это уравнение удастся разре- 
шить (в элементарных функциях) относительно старшей про- 
изводной, мы получим одно или несколько уравнений вида 

ура (х, у, y’, ..., Yr) (R=1, 2, ...), (53) 

где |» — вещественные функции OT своих аргументов, и инте- 
грирование уравнения (52) сводится к интегрированию уравне- 
ний (53). 

Задача Коши для уравнения (52) ставится так же, как и для 
уравнения, разрешенного относительно у”. Единственность 
решения задачи Коши для уравнения (52) определяется ана- 
логично единственности решения задачи Коши для уравнения 
первого порядка, не разрешенного относительно производной.



$ 1. Основные понятия и определения 93 

Теорема существования и единственности решения задачи 
Коши, приведенная в главе Il, п. 4, легко переносится и на 
уравнение (52). 

Теорема. Предположим, что левая часть уравнения (52) 
удовлетворяет следующим трем условиям: 

1) функция F(x, у, y’, ..., y™M) определена и непрерывна 
вместе со своими частными производными в некоторой замкну- 
той окрестности точки (хо, Yo, И, ..., И); | , 

2) функция F в точке (Xo, Yo, у,,..., И) обращается в нуль 

Е (Xo, Yo, Ys ...у ут) =0; (54) 

3) производная ЕЁ’ in) 8 этой точке не равна нулю. 
у 

Тогда существует единственное решение 

y=y (x) (55) 
уравнения (52), определенное и п раз непрерывно дифференци- 
руемое в некоторой окрестности точки X==Xo, удовлетворяющее 
начальным условиям: 

у=у, У=У, ..., УПО =ут 9 при ХХ, (56) 

и такое, что 

y) (хо) = У. (57) 

Решение y=y(x) уравнения (52) называется частным или 
особым, если в каждой точке его соответственно сохраняет- 
ся или нарушается единственность решения за- 
дачи Коши. 

Из приведенной выше теоремы следует, что если левая часть 
уравнения (52) определена и непрерывно дифференцируема по 
всем аргументам, то особыми решениями могут быть только те 
кривые, в точках которых выполняются соотношения: 

OF 
F=0O, “ay™ —0, (58) 

так что эти кривые являются решениями дифференциального 
уравнения, порядок которого не превосходит ип— 1. 

Задача интегрирования уравнения п-го порядка (как разре- 
шенного, так и не разрешенного относительно старшей про- 
изводной) в некоторых случаях может быть разрешена путем 
понижения порядка его (при помощи соответствующих замен 
искомой функции и независимой переменной), если полученное 
уравнение удается проинтегрироьать в конечном виде.
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$ 2. УРАВНЕНИЯ, ИНТЕГРИРУЕМЫЕ В КВАДРАТУРАХ, 

И УРАВНЕНИЯ, ДОПУСКАЮЩИЕ ПОНИЖЕНИЕ ПОРЯДКА 

11. Если уравнение n-ro порядка содержит только x и у” 
и разрешено относительно у”), т. е. 

y™==f (x), (1) 

причем /(x) непрерывна в интервале (а, 6), то, интегрируя 
уравнение (1) последовательно п раз, получим 

и= ГГ. ‚. [| Коахах ... AX AC хо... + 

т + С,-х-Н Ст. (2) 
Эта формула содержит в себе все решения уравнения (1) 
и является общим решением его в области 

а<х< 6, |y|<+oo0, [y’|<+o00, ..., Jy |< -. (3) 

Уравнение (1) имеет единственное решение у=иу(х), удов- 
летворяющее начальным условиям: 

у=у, У=У, ..., "9 ут- при x=—Xo, (4) 
где числа Yo, у, .. ‚и 1) можно задавать совершенно про- 

извольно, а число хо должно принадлежать интервалу (а, 6). 
Это решение будет определено и п раз непрерывно дифферен- 
цируемо во всем интервале (а, 6) (почему?). Оно может быть 
получено из формулы (2) при соответствующем выборе значе- 
ний произвольных постоянкых Cy, Co, ..., Cn. 

Это же решение можно найти, интегрируя последовательно 
п раз уравнение (1) в пределах от хо до х и принимая BO вни- 
мание начальные условия (4). Получим 

‚_//- ‚Гоа ... ах- У (х— хо) "1 
хо хо (п 1)! 

ae 

+ (n—9)! (хо) "2... Ну (4¥—X0) +Yo. (5) 

Так как 

ТГ. ло ... АХ= (n rd fio (x—t)"-!dt (6) 

я pas
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(почему?), то решение (5) можно переписать в виде формулы, 
содержащей только одну квадратуру: 

у 

= _f fl) tet dt (xy 

yo” n—2 , + (Ш) (хо) "2+... Ни, (х—ж) уе. (7) 

В частности, решением уравнения (1) с нулевыми на- 
чальными значениями искомой. функции и ее производных, 
т. е. решением, удовлетворяющим начальным условиям: 

y=0, y’=0,..., yr 9=0 при x=—Xo, (8) 
будет 

тт [побои (9) 
Если в формуле » считать Yo, Yi, ---, У произволь- 

ными постоянными числами, TO она даст общее ре- 
нение уравнения (1) в области (3) в форме Коши. 

Заметим, что для нахождения общего решения уравнения 
(1) достаточно знать одно частное решение его. В самом деле, 
пусть Y; — частное решение уравнения (1), так что имеет место 
тождество 

ИРЕН») (a<x<b). (10) 
Положим y=Yit+z, где 2— новая неизвестная функция. 

Тогда уравнение (1) в силу (10) примет вид 2®)=0. Общим 
решением этого уравнения будет 

<= Сахт— + Сохт-2-- ... Е Сих-Р Са. (1 1) 

Следовательно, 

у Са 4 Coxr?t 2. НС,х-Сь. (12) 

Это есть общее решение уравнения (1). В частности, общим 
решением уравнения (1) будет 

ficotenerarzouei4cuney. 4 
+Cp-ix+Cn. (12’) 

Рассмотрим уравнение вида 

F(x, y™) =0. (13) 

— = Nts,
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Если оно разрешимо относительно у”: 

yM—=f,(x) (R=M, 2, 3, ...), (14) 

TO, проинтегрировав все уравнения (14), получим общий инте- 
грал уравнения (13). 

Предположим, что уравнение (13) не разрешимо OTHOCH- 
тельно ИУ”), но допускает параметрическое представление: 

x=p(t); yMsrp(t). (15) 
Тогда, пользуясь соотношением | 

dy") = y(dx, (16) 

получаем 

dy Y= (t)@ (1) di, (17) 
откуда 

у f yg (dt+C= wilt, Су. (18) 
Аналогично найдем выражение для и”), ..., у’, у, так что 

x= (t); Y= фа (f, Ci, Cs, wey Ch). (19) 

Эти уравнения будем называть общим решением уравнения (13) 
в параметрической форме. 

12. Уравнение, не содержащее искомой функции, и уравне- 
ние, не содержащее искомой функцин и последовательных 
первых производных, имеют следующий общий вид: 

F(x, y®, y@9, ..., y) =0 (1<k<n). (20) 
Это уравнение допускает понижение порядка на К единиц 

при помощи введения новой искомой функции 2 по формуле 

и =. (21) 

Получаем 
F(x, 2, 2’, ..., 2" №) =0. (22) 

Предположим, что эго уравнение интегрируется в конечном 

виде и 

z=@(x, C1, Co, ..., Спи) (23) 

есть общее решение этого уравнения. Тогда 

И = (х, Ci, Co, ..., Cnr). (24) 

Интегрируя это уравнение, найдем общее решение данного 

уравнения (20). 
Особым решениям уравнения (22) соответствуют особые 

решения уравнения (20).
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13. Уравнение, не содержащее независимой переменной х: 

Fiy, y’, y”, ..., y™) =0 (25) 

допускает понижение порядка на единицу, если ввести вместо у 
новую неизвестную функцию 2, положив 

у’==2, (26) 
и принять у за независимую переменную, так что 

z=z(y). (27) 

Действительно, выражая и’, И”, ..., y™ через 2 и производ- 
ные OT 2 по у, имеем: 

У =z, 
„ “у dz 42 ау = dz 

4 ~ dx ах dy dx а” 

4_4 4, 
dx dy ’ | (28) 

dy” Я (dz d2z dz \? 

"= ie 7 ahag?) @ lag = (у) = 

dz dz d-1 2 
(2. dy dy ir) | 

Подставляя (28) в (25), получим уравнение (п—1)-го по- 
рядка: 

п—1 

Fly, z, 2, —_ a(z fe — м) [= (29) 

Предположим, что 

2=Ф(и, Ci, Co, ..., Cn-1) (30) 

есть общее решение уравнения (64). Тогда 

у=Ф(у, Cr, Co, ..., Спа), (31) 
откуда 

©, в су =A @=0?). (32) 

1 Эта символическая формула говорит о том, что для нахожде- 
ння производной от некоторой функции по х нужно найти производную по у 
и умножить последнюю Ha 2.
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Интегрируя, находим 

dy 
15% C1, Co, ..., Си) =x+Cn, (33) 

т. е. общий интеграл уравнения (25). 
Особые решения уравнения (29) могут привести в силу под- 

становки (26) к особым решениям уравнения (25). 
Кроме того, возможными особыми решениями будут 

прямые вида у=б, которые могли потерять, принимая Y за не- 
зависимую переменную. Равенство ф=0 может привести к осо- 
бым решениям того же вида. Решения вида у=ёЬ находятся 
непосредственно подстановкой у=б в уравнение (25). Если 
уравнение 

F(b, 0, 0, ..., 0) =0 (34) 

имеет вещественные решения, TO соответствующие им прямые 
y=b будут решениями уравнения (25). Остается только поо- 
верить, не будут ли эти решения особыми. 

14. Уравнение 

F(x, y, y’, ..., y™) =0, (35) 
в котором левая часть является однородной функцией OTHOCH- 
тельно у, y’, ..., y™, т. е. 

F(x, ty, ty’, ..., Ш) =тТЕ(х, у, y’, ..., y™), (36) 

допускает понижение порядка на единицу при помощи под- 
становки 

y’ = yz, (37) 

где 2=2(х) есть новая неизвестная функция. 
В самом деле, дифференцируя последовательно (37) и за- 

меняя каждый раз И’ Ha yz, находим: 
y =y’z+-y2 = у (22-7), ) 

уу (2+22") +-y (2zz’+2”) =y (z3+3z2’+2”), | (38) 

и") = yo (z, 2’, Ley zin—t)) . 
] 

Поэтому, выполняя в уравненин (35) подстановку (37) и поль- 
зуясь предположенной однородностью функции F, получим 

ут Е[х, 1, г, 2+2’,..., (2, 2, ..., 219) | =0. (39) 

Сокращая на y™, находим уравнение (п—1)-го порядка: 

Е[х, 1, г, 22-2’, ..., (2, 2,..., 2-9) ] =0 (ут=0?). (40)
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Пусть 
z=@(x, Cy, Co, ..., Си) (41) 

есть общее решение уравнения (89). Тогда 

y’=9 (x, С. Co, ..., Ст) у. (42) 

Интегрируя это однородное линейное уравнение, по- 
лучим 

n—pe* 

(43) 
C 9х, Сь Сь..., С 

Y=Cne 

т. е. общее решение уравнения (35). 
Уравнение 1" —=0 не приводит к особым решениям (почему?). 
Особые решения уравнения (40) могут привести к особым 

решениям уравнения (35). 
15. Уравнение 

Е(х, у, y’, ..-, y™) =0 (44) 

называется обобщенным однородным, если существует такое 
постоянное вещественное число К, что левая часть этого урав- 
нения становится однородной функцией некоторой степени т 
относительно всех аргументов при условии, что x, у, y’,..., y™ 
‘считаются величинами соответственно 1-го, К-го, (R—1)-Fro, ..., 
(k—n)-ro измерений, так что при всех { выполняется тождество 

Е (tx, thy, th-ty’, ..., тут) =i" F(x, у, y’, ..., ут). (45) 

Это уравнение допускает понижение порядка на единицу, ибо 
при помощи замены независимой переменной х и неизвестной 
функции у по формулам: 

х=е, у=гем, (46) 

где { — новая независимая переменная, а = — новая неизвестная 
функция, 2==2([), оно приводится к уравнению, He содержащему 
независимой переменной f. 

Прежде чем выполнять в уравнении (44) подстановку (46), 
выразим производные от у по х через производные OT 2 по f. 
Для этого установим сначала связь между производной любой 
функции и = (х) по x и производной w по t, заменив х через # 
но формуле х==е. Получаем 

dw dw dt dw 1 dw 1 dw 
— Е —Щ = —-. —— == —— et 

dx фа ша dte dt’? 
dt 

Tak что 

dw _ dw, (47)
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Таким образом, для определения производной от функции WwW 
по x (х=е!) нужно найти производную от w по [и умножить 
ее на е*. Это правило можно записать символически так: 

dd 
dx dt 

Пользуясь этим правилом, выразим производные от у по x 

через производные от < по t: 

ent, (48) 

dy dy d ( dz | 
Я У pti — kt) е-#—[( — ekt_Lpzekt) et dn di е 7 (zert) e-t= i ektt kzekt) e 

dz ) 
—(—^ (1) i Е] е , 

dz 
7 — р (kR—1)t- 

(Ge tke) et (49) 
dy’ ay’ 22 dz 

и __ —| ОИ p— _ — (kR—2)t- 

4 Gx di | ав + А-П 1)2 |eo-2 

dz dz sii 
(п) — —_, —— .. (Ron) t 4 о (= dt’ а’ ``’ div)” | 

Выполняя теперь в уравнении (44) подстановку (46) и 3a- 
меняя И’, ..., У?) найденными их выражениями через г, 

de anz H ам (49), получим: пр’ dn согласно формулам учим: 

dz 
F| et, zert (= иг) ek-it ..., 

dz <) 
2. —,..., -——_] е#-тУ | =O. 0 «(= ар ``’ dil | (50) 

Воспользуемся тождеством (45), взяв в качестве f функцию ей: 

dz ( dz | 
mt | __- — -_—___- — е Е[ 1, =. АС ОТВ | =o. (51) 

Сокращая Ha e™, придем к уравнению 

dz ( dz dz 
FL, 2, Stee, ..., @ z=, ..., = )] =o, (52) 

Это уравнение не содержит независимой переменной ¢. Оно 
допускает понижение порядка на единицу, согласно п. 13.
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Если, используя это понижение порядка (или понижая по- 
рядок другим способом), удастся проинтегрировать уравне- 
ние (52) в элементарных функциях, то, возвращаясь к пере- 
менным х и у по формулам: 

=Inx, z= = (53) 

получим, что уравнение (44) тоже будет проинтегрировано 
в элементарных функциях. 

Иногда уравнение (52) интегрируется и без предваритель- 
ного понижения порядка. | 

Когда k=O, подстановка (46) принимает вид 

x==el, y=zZ, (54) 

так что по существу дело сводится только к замене независимой 
переменной х: 

x=et, (55) 

При этом производные от у NO X выразятся через произ- 
водные от y по ¢ следующими: формулами: 

y= Мен | 
ЧЁ ’ 

м у “) —2t | 

= (9 41°’ (56) 
р я iy ' 

(n) — ——-. —:. .... —nt 

у o(y dt’ dP’ °°’ dm/° 

Выполнив в уравнении (44) подстановку (55) и сократив 
обе части полученного уравнения на e™, придем к уравнению, 
не содержащему независимой переменной Е, после интегриро- 
вания которого нужно заменить ¢ Ha In x. 

Наконец, может оказаться, что пригодно любое число К. 
В этом случае берут А=0, т. е. делают подстановку (55). 

16. Если левая часть уравнения 

F(x, y, y’, ..., y) =0 (57) 

является точной производной от некоторой функции перемен- 
HbIX X, y, y’, ..., yr: 

} 

F(x, уу, ..., YM) = -.: W(x, ии, ..., 99), (58) 

то оно называется уравнением в точных производных.
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Соотношение 

M(x, у, y’, ..., ут 9) =С, (59) 

будет первым интегралом уравнения (57). 
Если уравнение (57) не является уравнением в точных про- 

изводных, то во многих случаях удается привести это уравнение 
к уравнению в точных производных путем умножения левой 
части его. на соответствующую функцию и==и(х, у, у’, ..., 
ут—)) — интегрирующий множитель уравнения (57), так что 

d@ 

ax 

Так же как и в случае уравнения первого порядка, обраще- 
ние и в бесконечность или в нуль может привести соответствен- 
но к ссобым и посторонним решениям уравнения (165). 

ИР = (60) 

$ 3. ЗАДАЧИ 

Матвеев. Сборник задач, № 521, 523, 525—527, 529, 
531—533, 536, 537, 542, 543, 546, 548, 551—554, 557, 558, 
560—565, 567, 569.
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СИСТЕМЫ ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ 

СОДЕРЖАНИЕ 

$ 1. НОРМАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

1. Нормальная система и ее решение. 2. Геометрическое 
и механическое истолкование нормальной системы. 3. Задача 
Коши. 4. Достаточное условие существования решения задачи 
Коши. 5. Достаточные условия существования и единственности 
решения задачи Коши. 6. Общее решение. 7. Частное решение. 
8. Особое решение. 9. Интегралы и первые интегралы нормаль- 
‘ной системы. Общий интеграл. 10. Число независимых интегра- 
лов (первых интегралов). 11. Понижение порядка системы при 
помощи известных первых интегралов. 12. Приведение уравне- 
ния n-ro порядка к нормальной системе п уравнений первого 
порядка и обратно. 13. Каноническая система дифференциаль- 
‘ных уравнений. Приведение ее к нормальной системе. 

$ 2. СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
В СИММЕТРИЧЕСКОЙ ФОРМЕ 

14. Понятие о системе уравнений в симметрической форме. 
Приведение нормальной системы к системе в симметрической 
форме. 15. Интегралы, первые интегралы и общий интеграл 
системы дифференциальных уравнений в симметрической форме. 
16. Связь между автономной системой и соответствующей ей 
системой в симметрической форме. 

$ 3. ОБЩИЕ МЕТОДЫ ИНТЕГРИРОВАНИЯ СИСТЕМ УРАВНЕНИЙ 

17. Непосредственное и последовательное интегрирование. 
18. Метод исключения. 19. Интегрируемые комбинации. 

$ 4. ЗАДАЧИ
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ЛИТЕРАТУРА 

Основная 

Матвеев. Методы интегрирования, гл. IV, пп. 101—117. 
Степанов, гл. УП, $ 1, 4, 5. 
Эльсгольц, гл. Ш, $ 1—3. 

Дополнительная 

Петровский, гл. IV, $ 28, 29. 
Понтрягин, гл. I, $ 3, 4. 
Смирнов, пп. 19—20. 

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 

$ 1. НОРМАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

1. Если система п дифференциальных уравнений первого 
порядка с п неизвестными функциями ил, Yo, ..., Yn OT незави- 
симой переменной х разрешена относительно производных этих 
функций, то она называется нормальной системой и имеет сле- 
дующий вид: 

а 
= =Р (а, И1, Y2, ..., Yn), 

dye 
Te The, И1, Y2, ..., уп), (1) 

dyn 
= =f, (Xx, Y4, Yo, ...у Yn) | 

ИЛИ 

Чу» 
ах = (х, ул, 95 ..., Yn) (R=I, 2, ..., 1). (1”) 

Здесь fa, fo, ..., п — известные функции n+] независимых 
переменных, относительно которых мы будем предполагать, что 
они определены и непрерывны в рассматриваемой области. 
Число уравнений системы (1) называется ее порядком. 

‘Систему (1) можно записать в векторной форме, если ввести 

в рассмотрение неизвестный вектор у, составляющими которого 
являются искомые функции и1, Yo, ..., Yn! 

y= {us Yo, .--, unt, (2)
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и вектор |(х, и), составляющие которого суть известные функ- 
ции fi, р, ..., fn, СТОЯщие в правых частях системы (1): 

И, fy. fof: (3) 
Определив производную OT вектора у как вектор, у которого 
каждая составляющая есть производная соответствующей со- 

ставляющей вектора и: 

dy __ { dy, dye An (4) 

dx dx’ dx’ ``”? ах?’ 

можно переписать систему (1) в следующей векторной форме: 

и = 9). (5 
Если правые части системы (1) не зависят от независимой 

переменной х: 

dy, __ | 

dx — 1 (ил, Y2, ...у Уп), 

dye 

Te le Ys Ya, ..-, Yn), , (6) 

ayn 
dx — |» (ут, Yo, ..., Yn), 

то такая система называется автономной (стационарной). 
Автономная система (6) записывается в векторной форме 

так: 

— =f(y). (7) 

Решением системы (1) в интервале (а, 6) называется COBO- 
купность nN функций 

Y1==Y1(X), Yo=Y2(X), ..., Ут == Уи (Х), (8) 
определенных и непрерывно дифференцируемых в этом интер- 
Basle и обращающих все уравнения системы (1) в тождества, 
справедливые для всех значений x из (а, 6).
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„ Решение векторного уравнения (5), соответствующего си- 
стеме (1), определяется как вектор 

И=у(х) (9) 
с составляющими . 

Y1(X), У2(х), ..., Ут(Х), (10} 
обращающий векторное уравнение (5) в тождество 

dy(x) =, - 490) АТ, G0) (ах). (11) 
2. Кривая в я) мерном пространстве (х, ил, Yo, ..., Уп), 

соответствующая решению (8), называется интегральной кри- 
вой уравнения (1). Она обладает тем свойством, что направ- 
ляющие косинусы касательной к ней пропорциональны числу | 
и значениям правых частей системы (1) в точке касания (по- 
чему?). 

Если через каждую точку (Хх, 1, Yo, ..., Yn), в которой 
заданы правые части системы (1), провести отрезок, направ- 
ляющие косинусы которого пропорциональны числам 1, [1(х, ил, 
Y2, ..., Yn), ..., т(Х, Ys, У, ..., Yn), TO получим поле направ- 
ний. задача интегрирования системы (1) состоит, таким об- 
разом, в том, чтобы по этому полю направлений найти инте- 
гральные кривые. 

Чтобы дать механическое истолкование нормальной системы, 
рассмотрим систему вида 

dx 

т =Xi(t, да, №, ..., Xn); 

dxXo . di = X>(f, Х1, XxX, a Xn), , (12) 

AXn 
i =X, (f, X14, №, ..., Xn) | 

ИЛИ 

dx =, - 
— = . 

13 

di X(t, x); (13) 

ЕН Xa, ...) nb, X (t, = X, Хз, ..., Xu} | 

где независимая переменная — время Е, а искомые функции 
X14, №, ..., Ап — Координаты точки пП-мерного пространства. 
Это пространство называется фазовым.
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Для системы двух уравнений 

d d HX (tx 9); FHV 4 9) (14) 
роль фазового пространства играет плоскость (х, и), KO- 
торая называется фазовой плоскостью. 

Всякое решение 

ХА (ЁР), Xo—=X2(t), ..., Xn—=Xn(2) (15) 

системы (12) представляет собой некоторый закон движе- 
ния точки M(x, x2, ..., Xn) в фазовом пространстве и на- 
зывается Овижением, определяемым системой (12), а путь, 
описываемый точкой М в фазовом пространстве (на 
фазовой плоскости), — траекторией этого движения. 
Уравнения движения (15) являются вместе с тем и пара- 
метрическими уравнениями его траектории. Таким обра- 
30M, траектория движения естъ проекция движения из про- 
странства (1, хи, x2, ..., Xn) в фазовое пространство (ха, Xo, 
wee, Xn). 

0 0 0 Если существует точка (xt ), x), ...) x) такая, что 

Хк(Ь х®, x, ..., x) =0 (Ё=1,2,..., п) (16) 

при всех ¢ или при всех [>&, то система (12) определяет 
движение 

— _, (0) __..(0) __ (0) 
Ny , XQ = XQ, 2 wey Xn —NXn . (17) 

Такое движение называется состоянием покоя. Траекторией 

этого движения будет точка (x), x), ...) x) — точка покоя, 

или точка равновесия. 
`’Движение (15) обладает тем свойством, что составляющие 

скорости этого движения 

ах dx» AX n (18 

dt’ dt’ "’ at ) 

в момент времени [ равны значениям правых частей систе- 
мы (12) в точке [1, x1(f), x2(t), ..., Xn(t)]. 

Пользуясь уравнениями системы (12), мы можем вычислить 
значения величин (18) в каждой точке (1, 4, х2,..., Xn), в KO- 
торой правые части системы (12) определены. Поэтому говорят, 
что система (12) задает некоторое поле скоростей. Задача инте- 
грирования системы (12) состоит в нахождении движений по 
„заданному полю скоростей.
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В случае, когда время Ё не входит явно в правые части 
системы (12), т. е. когда мы имеем автономную (ста- 
ционарную) систему 

Ах a = X4(X4, XQ) ..., Xn)s 

dX» 

Tp == Аз, Hay es Xn), | (19) 

ах 
dt = Xp (ха, X2; ’ Xn) 

ИЛИ 

ах <<«— 
— —Х =i), (20) 

скорость движения в данной точке (Х1, XQ, ..., Xn) с течением 

времени не изменяется. 
Вследствие этого движения, определяемые автономной си- 

стемой, обладают следующим замечательным свойством. Если 
(15) есть движение, определяемое системой (19), то 

ХА= 1 (т), =» (т), ..., Xn =X, (ЕТ) (t=const) (21) 

тоже будет движением, определяемым этой системой. Движе- 
ния (15) и (21) при т5=0 различны, в то время как их 
траектории совпадают. Если в движении (21) движущаяся 
точка занимает положение (x), x), bey x) в момент времени 

[—0, то в движении (15) она занимает это положение в момент 
времени {—=т. При этом в обоих движениях движущаяся точка 
проходит через точку (x9), x), ..., x) с одной и той же CKO- 

ростью. 
Ha одной и той же траектории (ввиду произвольности вы- 

бора т) можно задать бесконечное множество движейий. 
Всякое решение x4= x0), х2—== x), Lees хи =x) системы 

X4 (ха, XO, ..., Xn) = 0, 

Xo(X1, x9, ce ey Xn) —0, (22) 

Xn (X4, XQ, ..., Xn) = 0 ] 

определяет движение, вырождающееся в состояние покоя, 
а точка (x), хо, ..., x) является траекторией этого движения.
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Пример 1. Система 

dx dy 
—=-y, —-= x 3) 

dt” df. (29) 
определяет движение ! 

x=cost; y=sint. (24) 

Траекторией этого движения является окружность 

Хе- у?=] (25) 

на фазовой плоскости (х, у), изображенная на рис. 36, причем здесь, как и 
в дальнейшем, стрелки указывают направление движения при возрастании &. 
Это направление можно установить как из уравнений движения (24), так и 
из самой системы (23). Действительно, например, для точки (х, у), лежащей 
в первой четверти, имеем 

dx О ау 0 
ue 27° (26) 

так что абсцисса движущейся точки убывает, a ордината возрастает, в ре- 
зультате чего движение происходит против часовой стрелки. 

Заменив в уравнениях (24) время ¢ на {+т, получим движение 

х=6с0$ (1+1), y=sin(t+T), (27) 

определяемое системой (23). Это движение имеет ту же траекторию (25), 
что и движение (24), и происходит также против часовой стрелки. Но если 
в движении (27) движущаяся точка занимает положение (хо, Yo) в момент 
времени {=0, то в движении (24) она занимает это положение в момент 
времени #=т, так что при т>0 она проходит через положение (Xo, Yo) 
позднее, но с той же самой скоростью. 

Система (23) определяет движение 

x=0, y=0 (28) 
являющееся состоянием покоя. Траекторией этого движения будет точка 
(0, 0) — начало координат. 

Если мы имеем не систему уравнений вида (12), а только 
одно уравнение 

ЧЕН 2), (29) 
то, как указывалось ранее (см. гл. I, п. 3), оно представляет 
собой (заданный в дифференциальной форме) закон движения 
точки по оси Ох. Траекториями движений, определяемых урав- 
нением (29), являются отрезки оси Ох, представляющие собой 
проекции движений на ось Ох. 

Пример 2. Расомотрим уравнение 

— =-X, (30) 

1 Действительно, подставляя (24) в (23), получаем тождества —sint= 
= —sinf, cost=cosl.
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Это уравнение определяет семейство движений (рис. 37) 

x=Ce-t или х=хе-* при хо=х(0), (31) 

в том числе и состояние покоя 

x =0. (32) 

Траекториями этих движений являются полуоси оси Ох и точка х=0. 
Они являются проекциями соответствующих движений (интегральных кри- 
вых) (31) на ось Ox. 

у 
| 1 

С. Xx 
Puc. 36. Puc: 37. 

3. Задача Коши для системы (1): 

а | 
ee — [+ (x, Yi, Y2, ...у Уп) (k=1, 2, ce ey п) 

ставится так. Среди всех решений системы (1) найти реше- 
ние (8) 

y= (x), Yo=Y2(Xx), ...Уу Yn=Yn(X), 

удовлетворяющее начальным условиям 
— 7;(0 — 7,(0 — — Yr=Y), Yo=yM, ..., Уп=У® при x=—Xo, (33) 

где начальные данные ду 1%, yO, ..., у® — заданные 
числа. 

Если систему (1) переписать в векторной форме (5), 

dy = - 
{7 =I, ’ dg TE Y) 

то задача Коши состоит в нахождении вектора (9), 

y=y(x),
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удовлетворяющего начальным условиям: 

y (x) — и) при x=Xo, (34) 

где составляющие начального вектора yO суть задан- 
ные начальные значения YO, yO, ..., И® составляющих век- 

= 1 2 n 

тора у при заданном начальном значении хо независимой пере- 
менной х. 

Геометрически задача Коши состоит в том, чтобы из 
всей совокупности интегральных кривых системы (1) найти кри- 
вую, проходящую через заданную точку (Xo, У®, У®, ..., y). 

Механически задача Коши состоит в том, чтобы среди 
всех движений, определяемых системой (12): 

AXr ‘ 
—- = Xz (tf, X4, X2, ..., Xn) (k=1, 2, ..., n) 

dt 

или (13): 

de =. - 
— =X t, Xx), 

найти движение (15): 

== (Ё), Xg=Xe(t), wey Xn=Xr(f) 

ИЛИ 

x=x/(t), (15’) 
удовлетворяющее начальным условиям: 

X= XO), ==, ..., Xn= xX при {= (35) 

или 

x=xO при #=&, (35’) 

т. е. найти такое движение, в котором движущаяся точка за- 
нимает заданное положение (х®, x, ..., x) в фазовом про- 

странстве (%4, Хо, ..., Xn) в заданный момент времени 1=&. 
Для системы двух уравнений 

dx dy 
—- — Pp р, Xx, . —=— t, x, 36 Plt, № Ws = Qt х 9) (36) 

задача Коши состоит в нахождении движения 

x=x(t), y=y(t), (37) 

определяемого этой системой и удовлетворяющего начальным 
условиям 

X=Xo, Y=Yo при #=&В, `(38)
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т. е. ищется движение (37), в котором движущаяся точка за- 
нимает положение (Xo, Yo) на фазовой плоскости (x, и) в момент 
времени t= fo. 

Особые случаи задачи Коши (гл. I, п. 4) pac-. 
пространяются и на систему дифференциальных уравнений. 

4. Чтобы гарантировать существование хотя бы одного 
решения нормальной системы дифференциальных уравнений, 
удовлетворяющего поставленным начальным условиям, как 
и в случае одного уравнения первого порядка в нормальной 

а 
форме 5 {© у) (гл. Г, п. 5), достаточно предположить, что 

правые части системы непрерывны в окрестности начальной 

точки (Xo, y, y®), Ley y)., 

Теорема Пеано. Если правые части системы (1): 

Ив 
Te =f[n(X, Ил, Yo, ..., Yn) (R=I1, 2, ..., п) (39) 

\ 

определены и непрерывны в параллелепипеде 

[х—ж|<а; | ya—yi |556 (a>0, 6>0, R=1, 2, ..., п) (40) 
Ц, следовательно, оераничены в нем: 

ра (X, У у ..., Yn)|I<M (М>0, k=1, 2,..., п), (41) 
то система (1) имеет хотя бы одно решение 

Yr=Yr(xX) (k=l, 2, ..., п), (42) 

удовлетворяющее начальным условиям 

ув при х=ж (k=l, 2,..., п), (43) 

заведомо определенное (и непрерывно дифференцируемое) 
в интервале 

| X—Xo I<A, (44) 

где 

во a, 2 | =min\ a, —). (45) 

5. Чтобы гарантировать не только существование, HO и 
единственность решения задачи Коши для системы (1), нужно 
наложить на правые части этой системы дополнительные огра- 
ничения. Простейшим из таких ограничений является требова- 
ние существования ограниченных частных производных от пра- 
вых частей системы (1) MO Y1, Yo, ..., Yn.
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Теорема Пикара (упрощенная формулировка). Если 
правые части системы (1) определены в области (40) и ydo- 
влетворяют в ней двум условиям: 

1) fr(X%, и, у, ..., Yn) (Е=Ь2,..., п) непрерывны; 

2) частные производные — (Е, (=1, 2,..., п) существуют 
OY) 

[ate 
OY 

то система (1) имеет единственное решение (42), удовлетворяю- 
щее начальным условиям (43), заведомо определенное (и не- 
прерывно дифференцируемое) в интервале (44). 

Условия теоремы Пикара заведомо выполнены, если правые 
части системы (1) суть полиномы относительно всех аргу- 
ментов х, Yi, Yo, ..., Yn Или хотя бы относительно Y1, Yo, ..., Им. 
При этом начальные значения искомых функций Ys, Yo, ..., Yn 
можно задавать совершенно произвольно. Что касается началь- 
ного значения независимой переменной х, то в первом случае 
его тоже можно задавать совершенно произвольно, а во втором 
случае за начальное значение х можно брать любое число из 
интервала непрерывности всех коэффициентов указан- 
ных полиномов (почему?). 

Отметим, однако, что даже в случае, когда правые части 
системы (1) являются полиномами относительно всех аргумен- 
тов, существование решения задачи Коши гарантируется лишь 
в некоторой окрестности начального значения независимой 
переменной. 

и ограничены 

<K(k, 1=1, 2, ..., п), (46) 

Пример 3. Система 

ира, 9); И (а 9) (47) —_= ху), = x, и), 
dt dt 

где Ри © — полиномы относительно X и у, определяет единственное движе- 
ние, в котором движущаяся точка проходит через (любую) заданную точку 
(Xo, Yo) фазовой плоскости (х, у) в (любой) заданный момент времени t=fo. 
Однако это движение определено, вообще говоря, не при всех fF. 

6. Рассмотрим область D изменения переменных x, 4, 
Yo, ..., Yn, Через каждую точку которой проходит одна, и только 
сдна, интегральная кривая системы (1). 

Определение. Совокупность п функций 

1 — фи (х, С, Co, ..., Уп), 

Yo= Qe (x, Су, Co, cy Cn), (48) 

Yn= Qn (x, Ci, Co, ...у Cn), | 
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определенных в некоторой области изменения переменных 
x, Cy, Co, ..., С, и непрерывно дифференцируемых OTHOCH- 
тельно х, называется общим решением системы (1) в области D, 
если она удовлетворяет двум условиям: 

1) система (48) разрешима в области О относительно про- 
извольных постоянных Cy, Co, ..., Cn: 

С1= 1 (х, у, Yo, ..., Уп), | 

Саи Yi, Yo, ..-, Yn): 7 (49) 

Cowal, Y1, Yo, ..., Yn): 7 

2) совокупность функций (48) является решением систе- 
мы (1) при всех значениях произвольных постоянных C4, 
»..., Сл, Доставляемых формулами (49), когда точка 

(X, И, Yo, ..., Yn) пробегает область О. 
Знание‘общего решения (48) дает возможность решить любую 

задачу Коши с начальными данными из области О. Действи- 
тельно, пусть (Xo, y, y, ..., y) — любая точка из О. Под- 

ставляя в систему (48) вместо х, Yi, Yx ..., Yn Числа хо, YO), 
y, ..., y), HMeeM: 

y= (Xo, Ci, Co, ...у Cn), ) 

y) = 2 (Xo, Ci, Co, ee ey Cn), ь (50) 

YO = Qn (Xo, Ci, Co, wey Ch). J 

Разрешая систему (50) относительно Cy, Co, ..., Cn, найдем: 

— 0 0 (0)) — (`(0) \ Cr= 1 (хо, y™, yO, ..., YO) =O, 

C2=p2 (Xo, y, y, sy y) = CY, , (51) 

Cr= Wn (Xo, y, y), ...у y) =С%. 2 

Подставляя найденные значения Cy, Co, ..., С» в общее реше- 
ние (48), получим: 

И = и (х, Cc, Со, wey Со), 

— 0) Co (0) у=62(х, CY, CY, ..., CM), (52) 

Yn=n(x, CO, С®, ..., CO). 

Это есть решение, проходящее через точку (Xo, y, У®, ..., y), 

причем других решений, проходящих через эту точку, нет.
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Общее решение вида 

У = (х, №, У©), YO, ..., У), 

У2 == a(x, Хо, y®, y, ...у y), , (53) 

Yn=Qn(X, xo, YP, YM, ..., YM), | 
где y, y, ey y играют роль произвольных постоянных, 

а число № фиксировано, называется общим решением в форме 
Коши. Его можно получить из общего решения (48), выполняя 
указанным выше способом задачу Коши с начальными данными 
Xo, YO, YY, ..., yO из области О, фиксируя в полученном реше- 

HHH Хо И рассматривая y), y, Ley y©) как произвольные 

постоянные. 
Можно доказать, что при условиях теоремы Пикара суще- 

ствует общее решение в форме Коши, определенное в некоторой 
окрестности начальной точки (см. гл. У, п. 11). 

Пример 4. Рассмотрим систему 

ах ау 
“wT a (54) 

Проверим, что совокупность функций 

x=C,cost+C. sint; y=Csint—C. cost (55) 

является общим решением. системы (54) в области 

[Е] <-+ оо, [x|<+00, |у|<-ою. (56) 

Функции (55) определены при всех значениях f, Cy и С> и непрерывно 
дифференцируемы по Е. Чтобы доказать, что они дают общее решение си- 
стемы (54) в области (56), заметим прежде всего, что через каждую точку 
области (56) проходит одна, и только одна, интегральная кривая системы 
(54) (почему?), так что область (56) можно рассматривать в качестве об- 
ласти О. 

Проверим, что функции (55) удовлетворяют обоим условиям, указанным 
в определении общего решения: 

1) система (55) разрешима в области (56) относительно произвольных 
постоянных Су и Co: 

C,=xcost+ysint; C,=xsint—ycost,; (57) 

2) функции (55) образуют решение системы (54) при любых значениях 
C, и Co, в чем легко убедиться пепосредственно, подставляя (55) в (54). 

Следовательно, функции (55) образуют общее решение системы (54) 
в области (56). | 

Преобразуем общее решение (55) в общее решение в форме Коши. 
Найдем, пользуясь формулой (55), решение задачи Коши с любыми началь- 
ными значениями Xo и Yo искомых функций xX и у при некотором фиксиро- 
ванном значении независимой переменной Е например при t=0. Полагая 
в (55) t=0, х=хи, y=Yo, имеем 

Х=С:; — 10 =С., (58)
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откуда Cy=Xo, С›=— у. Подставляя эти значения С: и Cy в. общее реше- 
ние (55), получим 

X=Xycost—yosint; y=xosint+yocost. (59) 

Это и есть общее решение [в области (56)] в форме Коши. Роль 
произвольных постоянных играют Xo и Yo. 

Из формул общего решения (55) и (59) следует, что система (54) опре- 
деляет бесчисленное множество движений, в том числе и состояние покоя 

x=0; у=0, (60) 

и что траекториями этих движений являются окружности 

Ж-у=С: + С или ху? = Xo + (61) 

и начало координат. Движения по всем окружностям происходят против ча- 
совой стрелки (ср. п. 2, пример 1). 

7. Решение (42) называется частным, если через любую 
точку его не проходит никакое другое решение системы, так что 
в каждой точке этого решения имеет место единственность ре- 
шения задачи Коши. 

Например, всякое решение системы (1) с полиномиальными 
правыми частями является частным решением (почему?). 

Решение задачи Коши, найденное из формулы общего ре- 
шения (48), всегда является частным решением (почему?). 

8. Решение (42) называется особым, если в каждой точке 
его нарушена единственность решения задачи Коши. В окрест- 
ности каждой точки особого решения должно быть нарушено 
хоть одно из условий теоремы Пикара (почему?). 

Система (1) с полиномиальными правыми частями не может 
иметь особых решений. 

9. Дадим два определения интеграла системы (1), 

а 
и =f (x, Ш, Ya, ..., Уп) (k=l, 2, wey п). 

Первое определение. Функция 

P(X, Ул, у, ..., Yn) (62) 

называется интегралом системы (1), если она ни в какой об- 
ласти не вырождается в тождественную постоянную и если она 
принимает одно и то же значение во всех точках каждого част- 
ного решения. 

Пример 5. Рассмотрим систему (54). Каждая из функций, стоящих 
в правых частях равенств (57), является интегралом системы (54), 
так что мы имеем два интеграла 

Wi=xcost+ysint; ф.=хзт Е И cost. (63)
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Действительно, подставляя в функции Yr и ф> вместо х и у частное 
решение 

x=C, cos #+C;” sin t; y=Cy_ эт ЕС.” cos t, (64) 
находим 

ра |(64)= (С° cos f+ Cc” sint) cosf+ (Cy sin t—Cy” cos?) sint= Cy” 

(0) 
the |‹в4) = C2 

(65) 

Второе определение. Функция p(X, 11, Yo, ..., т), 
определенная и непрерывная вместе с частными производными 
по всем аргументам в области D изменения переменных X, и, 
2, ..., Yn, Причем такая, что ее частные производные по ул, 
Yo, ..., Yn He обращаются одновременно в нуль, называется 
интегралом системы (1) в области О, если ее полный диффе- 
ренциал 

оф 7 Oy dy=—= —— а > ——d 66 v= Ge tS Gy, te (66) 
обращается тождественно в нуль в силу системы (1), т. е. при 
замене Дук (А=1, 2, ..., п) их значениями из системы (1), 
так что 

оф У arp 
d = —— d —— =U. !' тр | Эх К ayn frdx =0 (67) 

Условие (67) равносильно тому, что полная производная от 
ap пох: 

dx Ox Г дин dx’ (08) 
вычисленная в силу системы (1), тождественно равна нулю, 
т. е. 

= —_— — ди» fr=0. (69) 

Последнее означает, что интеграл 4ф является решением 

уравнения с частными производными первого порядка: 

ди . Ou 
Oy ah ди —0. (70)
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Таким образом, мы приходим к следующему аналитическому 
критерию (непрерывно дифференцируемого) интеграла. Для 
того чтобы функция W(x, ил, Yo, ..., Уп) была интегралом си- 
стемы (1), она должна быть решением уравнения с частными 
производными (70). 

Если функция 4 есть интеграл системы (1) в смысле второго 
определения, то она будет интегралом и в смысле первого 
определения (почему?). 

Пример 6. Покажем, что функции (63) являюгся интегралами системы 
(54) в смысле второго определения. 

В самом деле, 

ds |(54)== (—х sin Ё+ И cos t) dt+cost(—y dt)  зт t(x dt) =0, 

а» |(54) = 0. 
Уравнение (70) принимает для системы (54) вид 

ди ди ди 
— у +х —— =0. 72 
ot 7 ax ду (72) 

Интегралы (63) должны быть решениями этого уравнения. И в самом деле, 
полагая в уравнении (72) 

(71) 

и=1ф: =х с0$ + sint, (73) 
получим тождество 

—xsint+ycost—ycost+xsint=0. (74) 

Аналогичное тождество получим и для интеграла po. 

Интегралы 

ра (x, 1, Y2, eet y Yn), peo (х, YA, Yo, eee yg Yn), ee ey 

PR(X, Ys, Yo ..., Уп), (75) 
определенные в одной и той же области D, называются неза- 
висимыми в этой области, если не существует соотношения вида 

D (ps, фз, ..., фи) =0, (76) 
которое выполнялось бы тождественно в области О или в O6- 
ласти Do, содержащейся внутри О. 

Соотношение 

p(X, Ул, Ya, ..., Уп) =С, (77) 
где 1ф — интеграл системы (1), а С — произвольная постоянная, 
называется первым интегралом этой системы. 

Первые интегралы 

ра (x, Y1, Ya, «++, Yn) = С1, 

$2 (+ ув у... Yn) = Cm, | (78) 

Wpa(X, У Yoo ..., Yn) =Сь ) 
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называются независимыми в области О, если входящие в них 
интегралы i, tbo, ..., Per независимы в этой области. 

Совокупность п независимых первых интегралов системы (1) 
называется общим интегралом этой системы. 

Разрешая общий интеграл относительно искомых функций 
Yi, Yo, ..., Yn, Получим общее решение системы (1). 

Пример 7. Система (54): 

имеет два первых интеграла 

фа = Х с0$ + узт1=С,; pe= xsint—ycost=Cx. (79) 

Эти первые интегралы независимы, ибо интегралы Wy и We независимы. 
Совокупность этих первых интегралов является общим интегралом систе- 
мы (54). 

Разрешая (79) относительно х и Y, получим общее решение (55) си- 
стемы (54). 

10. Если 

Ча (х, Ys, Yo, ..., Уп), 
tp2 (Xx, Yi, Yo, ..., Yn), cy Wr (х, Yi, Ya, ..., Yn) (80) 

— непрерывно Одифференцируемые интегралы системы (1), 
то любая непрерывно дифференцируемая функция от них 

p=F (ps, фз, ..., Pr), (81) 

производные которой по Ча, Po, ..., фь не обращаются одно- 

временно в нуль, тоже будет интегралом системы (1). 
В самом деле, 

k 

OF 
ap = Oe Фр: |a)=0, dp |) = 0. (82) 

i=1 ¢ 

Нормальная система п уравнений не может иметь более, 
чем п независимых интегралов (первых интегралов).1 

Пример 8. Система (54) наряду с независимыми интегралами (63) до- 
пускает еще интеграл 

pH? + у", (83) 

ибо 

Arp |(s4) = 2x (—ydt) + 2y(xdt) = 0. (84) 

Но интегралы (63) и (83) уже зависимы между собой. Действительно, 

мы имеем | 

ak + Ч, - (85) 

1 Матвеев. Методы интегрирования, п. 111.
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Если правые части системы (1) непрерывны вместе с част- 
ными производными по всем аргументам, то она имеет ‘ровно п 
независимых интегралов, определенных и непрерывно дифферен- 
цируемых в некотором параллелепипеде с центром в начальной 
точке (Xo, YY, У®, ..., yO) (см. гл. V, п. 12). 

11. Если для системы (1) найден первый интеграл 

apa (x, Yi, Yo, ..., Yn) =C, (86) 

TO, разрешив его относительно одной из переменных Yi, Yo, ..., 
Yn, например относительно Yi, получим 

Y= (x, Yo, ...) Yn). (87) 

Подставив это значение у. в последние п—| уравнения систе- 
мы (1), придем к нормальной системе п—| уравнений 

dy 

dx. =f} (x, Y2, ...у Yn), 

to. . Lok (88) 

ayn 
dx =f[* (x, И, sey Yn) 

с неизвестными функциями Yo, ..., Yn. Таким образом, знание 
одного первого интеграла нормальной системы дает возможность 
понизить ее порядок на единицу. 

Знание Ё независимых первых интегралов системы (1) дает 
возможность понизить ее порядок на Е единии (почему?). 

12. Всякое уравнение л-го порядка можно привести к CH- 
стеме п уравнений первого порядка. 

Пусть дано уравнение п-го порядка, разрешенное OTHOCH- 
тельно старшей производной: 

у = (х, у, у’, у",..., YY), (89) 
Обозначим искомую функцию у через у. и примем произ- 

водные от искомой функции y’, У”, ..., У" за новые неиз- 
вестные функции, положив 

y’ = yp, У” = Из, see 9 yr) = уд. . (90) 

Составим систему дифференциальных уравнений для функций 

Ул, Yo, ..., Уп. Имеем: 

dy dy dYn—1 a) И — - — 1)" — — ym) —y,, 
dx у Y2, dx у Уз, ee ? dx у у | 

dy n й (91) Ш (1) — , и ... (1—1)} — уе = =f(x, у, и’, у", ‚ YD) = 

==] (Xx, 1, 2, Уз, ...у Yn). ) 
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Поэтому для функций Yt, Yo, ..., Yn Получим следующую нор- 
мальную систему дифференциальных уравнений: 

Чи 

ах "” 
dye 

4х 
и: (92) 

Чу 
ах 2™ 

dyn 
dx =f (x, Ин, Ya, ..., Yn). 

Эту систему будем называть нормальной системой, соответ- 
ствующей уравнению п-го порядка (89). 

Обратно, всякую нормальную систему (1) можно, вообще 
говоря, привести к одному уравнению п-го порядка с одной 
неизвестной функцией, если дифференцировать последовательно 
п—| раз одно из уравнений системы (1), например первое, 
заменяя после каждого дифференцирования производные 
у, у, +++, У, их значениями из системы (1), и исключить из 

первого уравнения системы (1) и полученных и—| уравнений 
переменные Yo, Уз, ..., Yn. Если при этом действительнс полу- 
чится уравнение п-го порядка 

_ / —4)` 
‘ у = (x, 1, YG ...у у" 3) (93) 

и если удастся найти его общее решение 

У1= фи (Хх, С, Co, sey Cn), (94) 

‘то. фучкции Yo, Уз, ..., Yn найдутся без дальнейших квадратур 
(почему?). 

Если приведение системы (1) к одному уравнению п-го по- 
рядка по указанной выше схеме окажется невозможным, то 
система (1) всегда может быть приведена к группе уравнений 
(с одной неизвестной функцией каждое), сумма порядков ко- 
торых равна п. 

Указанная возможность приведения уравнения п-го порядка 
к нормальной системе п уравнений и обратно используется 
как при интегрировании, так и при изучении общих свойств 
решений. В частности, теорему Пикара и другие общие тео- 
ремы существования достаточно доказывать только для нор- 
мальной системы. Далее, замена уравнений п-го порядка нор- 
мальной системой дает возможность изучить не только пове-
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дение самой искомой функции, но и поведение ее производных 
у, y”, ..., У", что дает более полное представление о гео- 
метрических и аналитических свойствах решений. Эта же за- 
мена используется в методах приближенного интегрирования. 

Пример 9. Рассмотрим cuctemy (54): 

ах ау 

Дифференцируя первое уравнение и используя второе, получим одно урав- 
нение второго порядка: 

сх +x=0 (95) x=0. 
dt? 

Легко убедиться, что его общим решением будет 

х= С. cos t+Cy, sin Ё. (96) 

dx 
Функцию у находим из условия =. Имеем 

ах 
у=— Wn! sin Ё— С. cos &. (97) 

Таким образом, получаем общее ‘решение системы (54) в виде (55). 
` Пример 10. Уравнение 

а2х _; (1, х =") (98) 

dt? dt 

привести к соответствующей нормальной системе 
Полагая 

ах 
Wt =X1, (99) 

где х! — новая неизвестная функция от #, получим 

ах ах! | 
р р ©, x, х!1). (100) 

13. Система дифференциальных уравнений высших поряд- 
ков, разрешенная относительно старших производных: 

yn) = fr (x, 1, у, ...,› yor), ...› Yn, у, sey Ут») 

(k=1, 2, ..., n), (101) 

называется канонической системой дифференциальных уравне- 
ний порядка т4--712--... Та. 

Задача Коши для системы (101) ставится так: найти ре- 
шение 

yr—=yn(x) (R=1, 2, ..., п), (102)
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удовлетворяющее начальным условиям: 

=—y yy’ —1//”(0) (m,,—1) — yy(m,,—1) (0 — Yr У), Ys ..., YO MSY DO при X=Xo 
(k=1, 2, ..., п). (103) 

Каноническую систему (101) можно привести к нормальной 
системе 71.--т›--...-т„ уравнений. Из теоремы Пикара для 
полученной нормальной системы вытекает соответствующая 
теорема существования и единственности решения задачи Коши 
для канонической системы (101). В частности, решение задачи 
Коши jc любыми начальными данными заведомо существует 
И едииственно, если правые части системы (101) суть поли- 
номы от своих аргументов. 

Общее решение канонической системы (101) имеет т.- 
—т.-...Ёт„ произвольных постоянных. Каноническую си- 
стему можно, вообще говоря, привести к одному уравнению 
порядка иа-+т>-... Ета. 

Пример 11. Рассмотрим систему 

ах ау 
dP =Y; a (104) 

Эта система приводится к одному уравнению третьего порядка 

d3x 
a +x=0. (105) 

Если 

x=(t, C1, С», Cs) (106) 

есть общее решение уравнения (105), то функция у находится без квадратур 

У=Ф",( C1, Сь Cs). (107) 

Для системы (104) можно ставить задачу Коши с любыми начальными 
данными fo, Xo, xi y (почему?). При этом решение всегда существует 

и единственно. Например, единственным решением, удовлетворяющим на- 
чальным условиям 

x=1, x’=-1, y=1 при #=0, (108) 

будет 

x=e-t, у=е-!. (109) 

Пример 12. Пусть материальная точка массы т движется в простран- 

стве (x, у, 2) под действием силы F с составляющими Fy, Ру и Р.. Тогда 
ее движение подчиняется следующей системе дифференциальных уравнений: 

2х 4?у d2z 
m——=F,, т =F, m—— =F, (110) 

dt? dt? dt? 

или (предполагая, что сила F не зависит явно от времени f) 
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а2х 4?у d2z ; rT 
= x, b < 9 = x, b < b = x, ? < ы de 1(%, у, г) ет 2(х, у, г) р 3(х, 9, 2) (111) 

Это каноническая система 6-го порядка. 
Положив 

ах dy dz 
— =x ’ — = ’ —_— =e ’ 

dt Ш шо 
где X4, Yi, г. — новые неизвестные функции от № приведем систему (111) 
к нормальной системе шести уравнений: 

ах ах! j 

—_ =*1, —— =] x, ‚ &), dt 1 dt 1 (х, Y, =) 

ау ау! 
——~ =41, —— =!2l4%, У, &), 2 = wos ae = 4, 2), | (112) 
dz dz, ; 

— =2,, = (Хх, Ц, =). 
д“ ae 

$ 2. СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

В СИММЕТРИЧЕСКОЙ ФОРМЕ 

14. Система дифференциальных уравнений, записанная 

в виде 
ax, И ах» __ __ 

Xt (ха, XQ, ..., Xn) X2(%4, А, ..., Xn) 7 7 

AX n 
— | 

Xn (ха, XQ, ..., Xn) \ 

называется системой дифференциальных уравнений в симмет- 
рической форме. Здесь все переменные хи, X2, ..., Xn входят 
равноправно. 

Всякую нормальную систему 

а 
h(x, Yi, Ya ..., Уп), 

у 

dx = [2 (х, Ui, Ya, ..., Un), (2) 

ayn 
dx =fn(x, Y1, Y2, ..., Yn) 

можно переписать в следующей симметрической форме: 

а а а d в 9 Yn ах (3) 
is IB in ] 
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15. Будем предполагать, что функции Хи, Xe, ..., Xn 
определены и непрерывны вместе с частными производными 
в некотором параллелепипеде с центром в заданной точке 
(4, x), 4 x): 

| xe—x | <a (Е=1, 2,..., п) (4) 

и не обращаются одновременно в нуль в этой точке. Пусть, 
например, 

Xn (xO), x, ..., ХО) 50. (5) 

Тогда можно принять X, за независимую переменную и пере- 
писать систему (1) в нормальной форме: 

dx, _ X4 хо __ Хо ах Xn—-4 (6) 

dxn Xn’ а Xn?’ dkny Xn . 

Правые части системы (6) заведомо удовлетворяют в обла- 
сти (4) обоим условиям теоремы Пикара. Поэтому существует 
единственное решение: 

^1 == 1 (Xn), Х2= фз (Хп), ...) Хп—1==Фли--1 (Xn), (7) 

удовлетворяющее начальным условиям: 

_— —— — — +(0 X= xO), X_== x), ...) Xp XO | при Xn =x). (8) 

Система (6) имеет ровно и—1 независимых интегралов 

ара (Ха, Xo, «ee, Xn); bo (X41, XQ, ..., Xn), ..., 

Ари (ха, XQ, ...) Xn), (9) 

определенных и непрерывно дифференцируемых в некоторой 
окрестности точки (xX), хо, ..., x©)) (почему?). Следовательно, 

система (6) имеет n—I1 независимых первых интегралов 

pi (хи, XQ, see, Xn) = С, apo (%4, №, ..., Xn) = 

= (Со, oe ey Wn-1 (x4, X9, ee ey Xn) = Си. (10) 

Интегральные кривые, интегралы и первые интегралы си- 
стемы (6) будем называть соответственно интегральными кри- 
выми, интегралами и первыми интегралами системы (1). 

Дадим непосредственное определение интеграла системы 
в симметрической форме. Пусть py ecTb интеграл системы (1) 
в указанном выше смысле. Тогда для tp имеет место тождество 

Op xX Op Xe Op Хм , Op 

dx, Xn, Годы Xn но Xn? Ox, 2 UD OX»
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(почему?). Умножим обе части на Xp: 

Оф Op Op 
—— X,+ —— n=0. | 
Ох iT д д An =0 (12) 

Рассмотрим теперь полный meeps функции wp: 

д 
ap= 5 -. - dat SY dxo+.. +h dAXn. (13) 

Если заменить в нем дифференциалы dx, ах», ..., AX, WYHK- 
UHAMH Ха, Xo, ..., Ал, ТО вследствие тождества (12) обратится 
тождественно в нуль. 

Определение. Функция p(%1, №, ..., Xn), заданная и 
непрерывно дифференцируемая относительно всех своих аргу- 
ментов в некоторой области D изменения переменных 
№1, Xo, ..., Xn, Причем такая, что ее частные производные 
не обращаются одновременно в нуль, называется интегралом 
системы (1), если ее полный дифференциал (13) тождественно 
равен нулю в силу системы (1), т. е. 

al al Op 
a y= 5 X,=0. (14) 

Из этого. определения следует, что имеет место следующий 
аналитический критерий интеграла системы (1). Всякий инте- 
грал системы (1) в симметрической форме является решением 
уравнения с частными приводными первого порядка 

НХ =0 (15) 
Xn 

Совокупность и—| независимых первых интегралов (10), т. e. 
общий интеграл системы (6), будем называть общим интегралом 
системы (1). 

Пример 1. Рассмотрим систему 

р г 

= —=— (+0. (16) 
г 

= FE (17) 

Интегрируя ее, находим 

7 с, — С, (18) 
x
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Функции 

(19) 

являются интегралами 'системы (17), а следовательно, и данной системы (16). 
Совокупность первых интегралов (18) дает общий интеграл системы (16). 

Уравнение (15) принимает для системы (16) вид 

х—+и-—— +2 — =0. (20) 
x = 

Каждый из интегралов (19) является решением уравнения (20). Действи- 
тельно, полагая в (20), например, 

у 
и=ар, = —, (21) 

x 
получим тождество 

] 
(---) +» (—) +z-0=0. (22) 

x2 x 

Заметим, что все сказанное выше относительно системы 
в симметрической форме относится только к областям, не со- 
держащим точек, в которых функции Хи, Xe, ..., Xn одновре- 
менно обращаются в нуль. 

Точка (x), x), ..., x”), в которой все функции ЛХ, 

Xo, ..., Xn обращаются одновременно в нуль, называется 
особой точкой системы (1). Правые части системы (6) обра- 

щаются в этой точке в неопределенность: вида >" Поведение 

решений системы (1) в окрестности особых точек требует спе- 
циального изучения (см. гл. V, § 4). 

Первые интегралы и общий интеграл системы в симметри- 
ческой форме во многих случаях могут быть найдены непосред- 
ственно (без перехода к нормальной системе (6)). Более того, 
переход от нормальной системы к соответствующей ей системе 
в симметрической форме во многих случаях облегчает задачу 
нахождения первых интегралов нормальной системы (см. п. 19, 
пример 1). 

16. Пусть дана автономная система 

dx 
a = А! (хи, XQ, sory Xn), | 

dx» 
№ = Х2 (хи, XQ, ..., Xn), 

(23) 

AXn | i = Хи (m1, XQ, ..., Xn). | 
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Перепишем эту систему в равносильной ей симметрической 
форме: 

ax, dX» Хи dt 
= i CaaS Conn Te (24) 

Рассмотрим систему 

dx, AX» AX - 

Всякая интегральная кривая этой системы является траекторией 
некоторого семейства движений, определяемых данной систе- 
мой (23). 

Действительно, возьмем любую точку (x), хо, ..., x), 

в которой знаменатели X14, Xo, ..., Xn не обращаются одновре- 
менно в нуль. Пусть, например, выполнено условие (5). Тогда 
существует единственная интегральная кривая (7): 

Х1—=Ф1 (Xn), Х2=Ф2 (Хи), ...у Хп-1 == Фи—1 (Xn), 

проходящая через эту точку. Найдем все движения, определяе- 
мые системой (23), для которых (7) будет траекторией. Для 
этого подставим (7) в последнее из уравнений системы (23): 

AX» | 

dt =X [Фи (Xn), Ф2 (Xn), ...) Фи-4 (Xn), Хи]. 

Интегрируя, получаем 

Яхт 
xX, =ft+C. (26) 

Находим отсюда Xn: 

Хп = Фи (ЕС). (27) 
Подставляя (27) в (7), получим вместе с (27) искомые дви- 
жения 

x1=1 [Gn (ЕС) ]; 
Х2 —ф2 [Фи (1--С)], my Xn=n(t+C). (28) 

Если в точке (x), x), ..., хо) все знаменатели системы (25) 

равны одновременно нулю, то она будет траекторией для со- 
стояния равновесия 

X= x), X2—= x"), bang Xn =X, (29) 

определяемого в этом случае системой (23). 
Нетрудно видеть, что, обратно, траекторией любого движения 

Xy=X1(0), =, ..., = (Й, (30) 
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определяемого системой (23), отличного от состояния равно- 
весия, является некоторая интегральная кривая системы (25), 
причем, как уже отмечалось в п. 2, уравнения движения (30) 
являются параметрическими\ уравнениями соответствующей ему 
траектории. 

Вследствие указанной тесной связи между системами (23) 
‘и (25) последняя называется системой в симметрической форме, 
соответствующей автономной системе (23). 

Автономной системе второго порядка 

dx dy 
Hi (9); Fe = Y¥(%, 9) (31) 

соответствует в указанном выше смысле одно уравнение: 

dx ау dy У 
Хим (32) 

Автономная система п-го порядка (23) имеет (при сделан- 
ных предположениях) ровно п—| независимых интегралов, не 
содержащих явно время ¢ (почему?). 

Пример 2. Система 

имеет только один интеграл, не содержащий явно Bpema:t. Таким ‘интегра- 
лом, как показано в п. 10, является 

ф=х? + у. (34) 

Для всякой системы (25) в симметрической форме можно 
построить соответствующую ей автономную систему, положив 
в (25) общую величину отношений, равной adt. Это равносильно 
тому, что на данных траекториях мы задаем движения. Направ- 
ление движений определяется правыми частями полученной 
автономной системы и зависит от знака а. 

Пример 3. Пусть дано уравнение 

а ах | 
вы = (35) 

x —y 

Если положить 

dy dx 
— = = dt, (36) 

x —Y 

TO получим систему 

ах ау 
= {7 =Х. (37)
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Если вместо dt взять —dt: 

ау ах 
— = = — 4, (38) 

x —Y 
то 

ах ау 39) 
— = —=-—xX. dt” dt | 

Траектории, определяемые системами (37) и (39), одни и те же, а направ- 
ления движений на них взаимно ПРОТИВОПОЛОЖНЫ. 

$ 3. ОБЩИЕ МЕТОДЫ ИНТЕГРИРОВАНИЯ СИСТЕМ УРАВНЕНИЙ 

17. Простейшей системой дифференциальных уравнений 
является система вида 

ау! 
Fe Th 1), | 

dys 

ae =f[2(x, ye), (1) 

dyn 
ах — [а (х, Уп). | 

Эта система интегрируется непосредственно: каждое 

уравнение интегрируется в отдельности. 

Если система имеет вид 

Чи! 
“dx = fii(Xx, Y1), 

dys 
dx = [2 (х, M1, Уз), 

(2) 

dyn 
i — | (Xx, Y1, Yr, ++ Yn) 

(или состоит из нескольких групп таких уравнений), TO инте- 
грирование ее выполняется последовательно, начиная 
с первого уравнения, в которое входит только одна неизвестная 
функция yy. Подставив найденное значение у: во второе урав- 
нение, получим уравнение, содержащее только одну неизвестную 
функцию Yo, и т. д. 

18. Метод интегрирования нормальной системы п дифферен- 
циальных уравнений, основанный на приведении ее к одному 
уравнению A-ro порядка с одной неизвестной функцией или
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к нескольким таким уравнениям, причем сумма порядков их 
равна n (см. п. 12), называется методом исключения. 

Практическое использование pore метода связано с BO3- 
можными затруднениями в интегрировании полученного урав- 
нения 7-го порядка (или нескольких уравнений), которые не 
всегда удается преодолеть. Тем не менее во многих случаях 
метод исключения дает возможность найти общее решение 
данной системы. Этот метод применяется также и для интегри- 
рования канонических систем дифференциальных уравнений. 

19. Всякое легко интегрируемое дифференциальное уравне- 
ние, полученное комбинацией уравнений данной системы, назы- 
вается интегрируемой комбинацией. Каждая интегрируемая 
комбинация доставляет один первый интеграл. 

‘Строя различные интегрируемые комбинации, мы будем 
получать все новые и новые первые интегралы. Однако при 
этом нужно принимать во внимание только те из них, которые 
являются независимыми от ранее найденных. Для нахождения 
новых интегралов полезно также использовать понижение по- 
рядка. 

Для построения интегрируемых комбинаций иногда бывает 
полезно записать данную систему в симметрической форме и 
воспользоваться свойствами ряда равных отношений. 

$ 4. ЗАДАЧИ 

Матвеев. Сборник задач, № 892, 894, 896, 898, 899, 
902—906, 910, 912.
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МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 

$ 1. ТЕОРЕМА ПИКАРА О СУЩЕСТВОВАНИИ И ЕДИНСТВЕННОСТИ 

РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОШИ 

1. Одним из условий, входящих в формулировку теоремы 
Пикара, является так называемое условие Липшица. Выясним 
его смысл. 

Говорят, что функция у=|(х) удовлетворяет условию Лип- 
шица в интервале [а, 6], если существует. такое постоянное 

положительное число L, что для любых значений x и х, при- 
надлежащих интервалу [a, 6], выполняется неравенство 

| F(x) F(x)| <L| x—x|. (1) 
Наименьшее из чисел L, входящих в условие Липшица, 

будем называть константой Липшица. 
Условие Липшица представляет собой оценку приращения 

функции через приращение независимой. переменной. 
С изменением интервала [а, 6] константа Липшица L, 

вообще говоря, изменяется. 

Пример 1. Функция 
у=Ах (2) 

удовлетворяет условию Липшица в интервале (—со, +00) и, следовательно, 
в любом конечном интервале, причем L=|k 

Действительно, для любых х и х находим 

| F(x) -f(x)| = [хех] = [хх]. (3) 
Сравнивая (3) и (1), видим, что Ё=|#|. 

1 Или в интервале любого другого вида.
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Пример 2. Рассмотрим функцию 

у=х?. 
Получаем 

| F(x) —F(x)| = | x?—x? | = [х+х [хх | 
откуда видно, что функция (4) не удовлетворяет условию Липшица в интер- 
pale (—oo, +00). Если же взять конечный интервал [—a, +a], то 

|х-+х| <2а, и условие Липшица будет выполнено, причем L=2a, так что 
с увеличением длины интервала постоянная Липшица тоже увеличивается. 

Если функция и=|(х) удовлетворяет условию 'Липшица 
в интервале [а, 6], то она заведомо непрерывна в этом интер- 
вале (почему?). Обратное утверждение несправедливо. 

Пример 3. Функция 

y= ух (5) 
непрерывна в любом интервале вида [0, а]. Однако условию Липшица ни 
в каком интервале такого вида она не удовлетворяет, что видно из равенства 

= 4/— хх 
| *- x=— —. (6) 

Если функция y=[(x) не только непрерывна в интервале 
[а, 5], но и имеет ограниченную производную, т. е. 

4 
Te <K, (7) 

где К — постоянное положительное число, то она. заведомо 
удовлетворяет условию Липшица в интервале [а, 6], причем 

В самом деле, пользуясь формулой конечных приращений 

(формулой Лагранжа) для любых хи x из [a, 6], имеем: 

f(x) f(x) =P (с) (x—x)  (x<c<x), (8) 
откуда вследствие (7) вытекает условие Липшица (2=К). 

Если функция и=|(х) непрерывна в интервале [a, 6], а ее 
производная существует, но не ограничена, то условие 
Липшица в этом интервале не выполняется. 

Пример 4. Вернемся к функциям у=х? и y= х, рассмотренным в при- 

мерах 2 и 3. 
Для первой из них производная [(х)=2х ограничена в интервале 

[—a, а], К=2а, и мы снова получаем, что в каждом таком интервале усло- 
вие Липшица выполнено.
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Для функции y= yx производная [(х) = ——— не ограничена в ин- 
2ух 

тервале вида [0, а]. Поэтому условие Липшица в таком интервале не вы- 
полняется. 

Условие Липшица может выполняться и в том случае, когда функция, 
будучи непрерывной, не имеет производной. 

Пример 5. Функция 

у=|х| 

не имеет производной в точке х=0, но удовлетворяет условию Липшица 
в интервале (—oo, +00), ибо 

РОО = Их Ая -яЬ Len 
Рассмотрим условие Липшица для функции нескольких 

переменных. Говорят, что функция Y=f (x1, X2, ..., Xn) удов- 
летворяет условию Липшица в параллелепипеде ! 

| ¥x— x0) | <a, (Е=12,..., П), (9) 

если существует Такое постоянное положительное число L, что 

для любых двух точек (X41, %2, ..., Xn) H (X41, №, ..., Xn), MpH- 
надлежащих (9), выполняется неравенство 

LF (x4, Xo, ...) Xn) И (x, Xo, oe) Xn)| < У | xn—xr |. (10) 

Условие Липшица заведомо выполнено, если частные произ- 
водные от функции | по всем аргументам существуют и огра- 
ничены 

Of 
Ox k- 

<K (k=l, 2,..., n). (11) 

При этом L=K (почему?). 
Отсюда, в частности, следует, что полином всегда удов- 

летворяет условию Липшица в любом параллелепипеде (9). 
В общем случае теоремы Пикара относительно функций, 

входящих в уравнения, требуют, чтобы они удовлетворяли 
условию Липшица относительно всех аргументов, кроме одного. 

1 Или в области более общего вида 

(0) (2) 
xy ак <ь«хь ав (R=1, 2,..., П), 

а также в неограниченной области изменения Хи, X2, ..., Xn.



§ 1. Теорема Пикара. 137 

Говорят, что функция Y=f (x1, х2, ..., Xn), заданная в па- 
раллелепипеде (9), удовлетворяет условию Липшица относи- 
тельно аргументов х2, ..., Xn, если существует такое положи- 
тельное число L, что имеет место неравенство 

— — 
=— — 

| (жа, №, ..., Xn) — КЖ, Xo, ...) Xn)| <L Уж | (12) 

k==2 

где (X14, X2, ..., Xn) и (X14, Xe, ..., Xn) — любые точки из (9). 
Это условие Липшица будет заведомо выполнено, если 

д 
функция | непрерывна в (9), а a (Е=2, ..., п) существуют 

и ограничены: 

oO 
of <K (k=2, , п). (13) 
Xk 

При этом L=K. 

Пример 6. Функция 

&= уху? (14) 

удовлетворяет в области 

О<х<а —b<y<b (15) 

условию Липшица относительно у, причем L=2 ya b. 
Пример 7. Функция 

и=р! (х) и4 + р>(х) у2 + ... $Pn (X)Yn, (16) 

линейная относительно Yi, Yo, ..., Yn с коэффициентами P(X), p2(X), 
.., Pn(x), непрерывными в интервале [a, 6], удовлетворяет условию Лип- 

шица относительно У, Yo, ..., Yn в области 

а<х<Ь, |yrx|<too, (Rk=1, 2,..., п), (17) 

ибо 

=рь(х) (R=I1, 2, ..., п), (18) 
OYn 

HO 

| Pr(X)|<K (k=l, 2, ..., п), (19) 

так что 

ди 
ЗК (k=1, 2, ..., п), (20) 

Ду» 

а тогда условие Липшица выполнено, причем Ё=К.
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2. Пусть дано уравнение 

| dy 
9 — о р И =) (1 

$ (2) и поставлены начальные ус- 
% JIOBHA: 

Y,- 6 yl) Y=Yo при X=Xo. (22) 

-т Теорема Пикара. 0 x 
тт 7 Ff Если |(х, у) определена в 
PP ве прямоугольнике R 

| x—x0|<a, | y—yo| <b (23) 
с центром в начальной точ- 
ке (хо, Yo) (рис. 38) и удов- 

Рис. 38. летворяет в этом прямо- 
угольнике двум условиям: 

1) f(x, у) непрерывна{ и, следовательно,: ограничена в К: 

|А(х, y)| <M. (24) 

где М — постоянное положительное число: 
2) T(x, у) удовлетворяет условию Липшица относительно у: 

Их, y) F(x, и) < y—y, (25) 
где L— постоянное положительное число, а (x, y), (%, и) — 
любые точки из прямоугольника R, то уравнение (21) имеет 
единственное решение | 

у=у(х), (26) 
удовлетворяющее начальным условиям (22), заведомо опреде- 
ленное (и непрерывно дифференцируемое) в интервале 

| X—Xo | <h, (27) 

b 
20 = in( >}. е h=min\ a, 7 (28) 

Это решение не выходит из прямоугольника R при | х—х| <h, 
Т. е. 

ly(x)—yo| <6 при |x—xo| <h. (29) 

Доказав эту теорему, мы тем самым докажем теорему 
Пикара в упрощенной формулировке, приведенную в главе I, 

1 Здесь и в дальнейшем, говоря о непрерывности функции нескольких 
независимых переменных, мы всегда будем иметь в виду непрерывность по 
совокупности независимых переменных.
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где условие Липшица заменено более грубым требованием су- 

ществования и ограниченности частной производной 5: y 

Основная идея приводимого ниже доказательства теоремы 
Пикара состоит в том, что задача Коши (21)—(22) сводится 
к некоторому интегральному уравнению, которое решается 
методом последовательных приближений (методом Пикара), 
после чего доказывается, что найденное решение единственное.! 

Разобьем доказательство на пять частей. 
1. Приведем задачу Коши (21)—(22) к. интегральному 

уравнению. Предположим, что найдено искомое решение (26). 
Подставив его в уравнение (21), получим тождество 

Чу (x) 
ах 

Проинтегрируем обе части в пределах от хо до x. Тогда, при- 
нимая во внимание начальные условия (22), найдем 

=H [x y(x)] (х—ж| <A), (30) 

уе = ЛР, эр ая (я <b) (31) 
ИЛИ 

об =wot Л, бт ая (х—жю| <h). = (82) 
Рассмотрим интееральное уравнение 

y=uot J F(x, дах (33) 
(Здесь неизвестная функция у входит под знак интеграла.) 
Решением уравнения (33) называется функция у=иу(х), обра- 
щающая это уравнение в тождество в некотором интервале 
изменения х. 

Сравнивая (33) и (32), видим, что искомое решение (26) 
является решением интегрального уравнения (33). 

Покажем, что, обратно, всякое решение у=у(х) интеграль- 
ного уравнения (33), определенное и непрерывное в интерва- 
ле (27) и не выходящее из области К, является решением 
задачи Коши (21)—(22). 

1 Бдинственность может быть доказана и до доказательства существо- 
вания (см., например, Эльсгольц, гл. I, теорема II).
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Прежде всего заметим, что начальные условия (22) выпол- 
няются автоматически. Проверим, что и уравнение (21) удов- 
летворяется. 

В самом деле, мы имеем тождество (32). Подынтегральная 
функция | [x, y(x)] есть функция от х, непрерывная в интер- 
Bane |х—№| <й. Это следует из теоремы о непрерывности 
сложной функции, ибо f(x, у) непрерывна в R, а y=y(x) 
непрерывна в | х—%№ | <A и не выходит из Ю при | хХ—%| <Й. 
Поэтому интеграл в (32) можно дифференцировать по пере- 
менному верхнему пределу. Дифференцируя (32) по x, полу- 
чим тождество (30), т. е. и=иу(х) есть решение уравнения (21). 

Вследствие равносильности задачи Коши (21)—(22) и ин- 
тегрального уравнения (33), достаточно найти решение послед- 
него, обладающего указанными выше свойствами. 

2. Будем искать решение интегрального уравнения (33) 
методом последовательных приближений. Этот метод состоит 
в том, что строится некоторая бесконечная рекуррентная после- 
довательность функций, сходящаяся к искомому решению. 
Каждая из функций этой последовательности называется при- 
ближением к искомому решению. 

Примем за исходное (нулевое) приближение Yo(x) — функ- 
цию, тождественно равную начальному значению искомого 
решения: 

Yo(X) = Yo. (34) 

Геометрически это означает, что вместо истинного решения 
y=y(x) берется прямая yY=Yo, параллельная оси Ох, прохо- 
дящая через начальную точку (см. рис. 38). Подставив нулевое 
приближение в правую часть интегрального уравнения (33), 
получим функцию у:(х). Примем эту функцию за первое 
приближение 

и, (1) =v J I(x, yo) dx (35) 

За второе приближение возьмем 

Yo (х) =и+ J f(x, и!) ах (36) 

ит. д.; n-e приближение у,„(х) определим равенством 

обе] Fx, зах (37)
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Продолжая этот ‘процесс неограниченно, получим бесконеч- 
ную последовательность функций: 

Yo, yi(X), у2(х), wey Yn(X), ... (38) 

Докажем, что все функции последовательности (38) опре- 
делены в интервале | х—х| < й, непрерывны в нем и не выходят 
из области R при | x—Xo| <A, т. e. 

| уп (х) — | <b при | х—х| <. (39) 

Убедимся в этом сначала для ysi(x). Из (35) следует, что 
и (х) определена и непрерывна в интервале |х—х| <a (по- 
чему?) и тем самым в интервале |х—х| <A. Остается про- 
верить, что и1(х) удовлетворяет неравенству 

| из (х)—и| SO при | хх | <A. (40) 

Из (35) получаем 

ys (х) —Yo= ] i (%, yo) ах, (41) 

поэтому 

ии! < |] P(x, yo)| dx |. (42) 

(Здесь мы воспользовались известной из курса анализа оценкой 
абсолютной величины определенного интеграла через абсолют- 
ную величину подынтегральной функции 

| Picea <| more (43) 

где а может быть меньше, больше или равно 6.) Tak как 

| F(x, 50) | <M, (44) 

то, продолжая оценку (42), находим 

(9 — | =M [к (45) 
ИЛИ 

| y1(*) —Yo | <M | х—ж |. (46)
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< 

Для выполнения неравенства | ¥1(x)—Yo| <b нужно потре- 
бовать, чтобы. M|x—xo| <b, так что должны одновременно 
выполняться неравенства; 

| х— Жо | = г | х— хо <a. (47) 

Поэтому, если ограничить область изменения х интерва- 
b : 

JIOM | x—Xo | <h, где h=min({a, mw) то оба неравенства (47) 

будут выполнены, и, следовательно, у1(х) будет удовлетворять 
неравенству (40) (см. рис. 38). 

Пусть теперь доказываемое утверждение справедливо для 
Yn-1(X). Покажем, что оно тогда будет справедливо и для у» (Х). 
Действительно, из (37) следует, что Yn(X) определена и непре- 
рывна в интервале | хх | <A (почему?). Оценивая Yn(x)—Yo, 
получаем 

(ео < | ЛЕА, 14| < 
<M | хХ№ | <MA<O при | хХ% | <h 

или | 

| уп (x) —Yo| <5 при | х—х| SA, (48) 

т. е. Yn(X) не выходит из области R при | x—xXo| <A. 
Так как для п=| доказываемое утверждение справедливо, 

то из только что доказанного следует, что оно справедливо для 
всех п. 

3. Докажем, что последовательность функций (38) равно- 
мерно сходится в интервале | хх| < и что, следовательно, 
предельная функция непрерывна в этом интервале. 

Заметим, что сходимость последовательности (38) равно- 
сильна сходимости следующего ряда: 

Yot (Y1—Yo) (узи)... + (И у—)-..., (49) 

ибо частичная сумма этого ряда 

Sn =Yot (Y1—Yo) + (Y2— И)... Е (Yn—Yn-1) (50) 

равна Yn, т. е. общему члену последовательности (38). 
Поэтому достаточно доказать равномерную сходимость 

ряда (49) в интервале | хх | <A. 
С этой целью построим мажорантный ряд для ря- 

да (49). Для этого оценим сначала члены самого ряда (49).
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ри 

Для второго члена этого ряда имеем оценку (46). Оценим 
третий член. Из (35) и (36) находим 

или J Ufo, ин) оо we] ах, (51) 
поэтому 

uml < | ЛИ vfs, 4 (52) 
Оценим разность [(х, и1) —[(х, Yo), пользуясь условием Лип- 

шица, на что имеем право, ибо точки (х, Yo) и (х, и!) принад- 
лежат области Ю (ведь мы доказали, что функция и(х) не 
выходит из области Ю). Получим | 

| f(x, 1) —f (x, Yo) | <L | Yi— Yo |. (53) 

Подставляя (53) в (52), находим 
{ 

| yea—y1 | <L I ии dx| . (54) 

Воспользуемся оценкой (46). Получим 

| х— Хо |? 

2! 
| Уз— 1 | <ML | J хо dx | =ML (55) 

ИЛИ 

| х— Хо |? 
| 92—91 | = МЕ о (56) 

Аналогично для четвертого члена ряда (49) находим оценку 

| Х— № В 

31 | Ys—Y2| <ML? (57) 

Продолжая этот процесс, получим следующую оценку для 
общего члена ряда (49): 

| х— Хо |” 

п! 
[Уп ут | < МЕ" \ (58) 

в справедливости которой легко убедиться методом математи- 
ческой индукции.
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Из оценки (58) следует, что для интересующих нас значе- 
ний x, | Х—№| <A мы имеем следующую оценку для общего 
члена ряда (49): 

| Уп Ут | М" = при | х—% | <A. (59) 

Построим ряд 

2 n 

| yo | +-MA+ML о 4+... М = +... (60) 

Этот ряд сходится, в чем легко убедиться по признаку Далам- 
бера. В силу оценки (59) ряд (60) является мажорантным 
для ряда (49). Поэтому, согласно признаку Вейерштрасса, 
ряд (49) сходится в интервале | хх| <й равномерно. 

Обозначим сумму ряда (49) или, что то же, предельную 
функцию последовательности (38) через и(х), так что 

lim) Yn(x)==y(x) при | хХж| <A. (61) 
Noo 

Так как члены ряда (49) непрерывны в интервале | х—*ж|=< И 
и ряд (49) сходится в этом интервале равномерно к сумме 
у(х), то, согласно известной теореме о непрерывности суммы 
ряда, функция y(x) будет непрерывна в интервале | хх | <A. 

4. Докажем, что предельная функция у=у(х) не выходит 
из области R при |x—xo| <A и удовлетворяет интегральному 
уравнению (33) и, следовательно, является решением задачи 

Коши (21) — (22). 
В самом деле, переходя в неравенстве (39) к пределу при 

п—>со, получим неравенство (29): 

|y(x)—yo| <b при | х— хо | <A. 

Покажем теперь, что у=у(х) есть ‚решение интегрального 
уравнения (33). Для этого заметим сначала, что 

7—>< хо x 

lim ГЕ Yn) ах== 2 у) dx. (62) 

Действительно, так как У»„(х) сходится к Y(x) равномерно 
в интервале | х—хо| <A, то по любому =>>0 найдется такой 
номер Nez, что 

| У (Хх) —у(х) | <= при п>М, (63) 

одновременно для всех х из интервала | х—х| <A. Поэтому
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Lr, дак Jie, ах] <| Sire, чу 4 = 

Луи | ах | <Le|x—xo9| <[евй-—0 при e>0, (64) <L 

откуда и следует (62). 
Переходя теперь к пределу в (37) при Noo, получим тож- 

дество (32), т. е. функция у=у(х) является решением инте- 
грального уравнения (33) и, следовательно, решением задачи 
Коши (21)— (22). 

5. Докажем, что найденное решение единственно. Пусть 
существует другое решение y=y*(x) задачи Коши (21) — (22), 
определенное и непрерывное в некотором интервале |х— хо = й’, 
где O<h’<h, и не выходящее при этих значениях х из обла- 
сти К. Это решение тоже удовлетворяет интегральному урав- 
нению (33), так что имеем тождество 

y* (x) = JI [x, y*(x)] dx (|x—xo| <A’). (65) 

Оценим разность между п-м приближением к решению 
y=y(x) и решением у=у*(х). Имеем: 

| Yn—y* | <= Jf, Yn—1) —] (x, y*)| dx | <= 

<L| f | yns—y*| dx (66) 
ИЛИ 

иж | Е || уния || (х—ж| <A’). (67) 
Пользуясь рекуррентной оценкой (67), можно найти 

интересующую нас оценку для Yn—y*. Для этого оценим сна- 
чала непосредственно разность Yo—y*. В силу (65) имеем 

лы < Site y*)| dx |. 

Но |/ (x, y*)| <M. Поэтому 

| Yo—y* | <M | Х— Хо |.
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Полагая теперь в (67) п=1|, получим оценку для yi—y”*: 

| x—Xo |2 
5 - 

Используя эту оценку, найдем из формулы (67) при n=2 
оценку для Yo—y*: 

|yi—y* | <ML (68) 

| х— Хо [8 

3! 

Продолжая этот процесс, найдем следующую оценку для 
Yn—y*: 

| y—y* | <ML? (69) 

| х— хо |"+1 

(n+1)! 

которая легко доказывается методом математической индукции. 
Из оценки (70) следует, что 

| Yn—y* | <ML* при | ¥—Xo | =’, (70) 

h/nt+i 

—y*| < М/[т X—Xo| <Nh’. | У и* |S (nay) "РИ | 0] <A (71) 

Правая часть этого неравенства стремится к нулю при N—-oo, 
ибо она представляет собой общий член заведомо сходящегося 
ряда 

Д’п-+1 

(n+1)! т 

12 
MW+ML a +... 4ML" 

_ М ,, (21)? < (Lh’) n+ _ М ‚_ [+ yt ta + j= т (e”—1). (72) 

Поэтому 

lim Yn(x) =y*(x) при | хх | <A’. (73) 

Но тогда | 
y* (x) :s=y(x) при | х—х| —<!’, (74) 

ибо переменная Yn не может иметь двух различных пределов. 
Таким образом, решение y=y*(x) совпадает с решением 

y=y(x) (для | х—хо| < #1”), что и доказывает единственность 
последнего. 

Теорема Пикара полностью доказана. 
Каждую из функций Yn(X) можно считать приближенным 

решением задачи Коши (21) — (22). 
Укажем две оценки, связанные с методом Пикара: оценку 

решения у(х) и оценку погрешности от замены решения N-M 
приближением у» (Хх).
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Решение задачи Коши (21)—(22), доставляемое методом 
Пикара, является суммой. ряда (49): 

Yo (Y1—Yo) + (У— и)... (уи—и,-—)-+... =и(х). 

Оценим у(х), используя оценку (58) для членов ряда (49). 
Получим: 

п-ка < | yo] MS] ыЕ — 
n=1 nat 

M У [| х— хо |)" М 
=| Yo | + a ( — Xo |) =| Yo | +7 (eb | х-хо |—1) (75) 

или 
М 

| ¥(*)| S| Yo) +> (eh! se '—T). (76) 

Для нахождения оценки погрешности приближенного реше- 
ния Yn(X), т. е. оценки разности у„(х)—у(х), воспользуемся 
оценкой (71) для Yn—y*, заменяя у*(х) на у(х) HA’ на A. 

Получим 
n+ 

— ML” X—Xo| <A. | Yn(x) —и(х)| МЕ (ntl)! при |x—Xo| <h (77) 

Пример 8. Найти третье приближение к решению уравнения 

у=х?+у?(|х|<2, |y|<2), (78) 

удовлетворяющему начальным условиям 

у=0 при х=0. (79) 

Ранее (гл. I, п. 6, пример 8) уже было показано, что решение, удовле- 
творяющее начальным условиям (79), существует, единственно и заведомо 

определено в интервале 1х1 <. 

Заменим задачу Коши (78) —(79) равносильным ей интегральным урав- 
нением 

y= Розу ах. (80) 
0 . 

Полагая Yo(x) =0, получаем: 

x 
x3 

yi (х) = fx dx= 3° 

0
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x x 

f р x6 ож 
Y2(X) = х2- у? re f (e+) axe = — 
a) ( у) 9 3 63 

0 0 

x x 
f x6 9x10 xis 

уз(х) = x2+ у? ак f (2+ — +4 + )ax= з(х) . (?+y% ) 9 3.63 632. 

x3 x7 9xi1 , xis 

+ —+ + =) 
3 63 3-63-11 632-15 

лак что 

x3 x7 Oxi xis 

x)=—+—+ + 
а вп 632. 15 

Оценим погрешность от замены у(х) на уз(х). Пользуясь формулой (77), 
\ 1 

находим (м-в L=4, = ). 

(81) 

[Уз(х) —y(x) [< 8-43. - (82) 

или 

| ys(x) —и(х) I< » (83) 

Согласно формуле (76) для решения у=у(х), имеем оценку 

| ¥(*) | <2 (2 1=1-—1). (84) 

3. Пусть дана нормальная система 

dt 

oe = fax, Y1, Ya, ..., Yn) (k=l, 2, ...) п) (85) 

и поставлены начальные Условия 

y=y"), Yo=y), Lee Yn=y при X=Xo. (86) 

Теорема Пикара. Если функции р определены в na- 
раллелепипеде К: 

|x—x0| <a, |yx—y | <b (k=1, 2,..., п) (87) 
с центром в начальной точке (Xo, y®, y®), ..., y) и удовле- 

творяют в нем двум условиям: 

1 Эта оценка очень грубая. Можно получить более точную оценку 
см Г. П. Толстов. Курс математического анализа, т. И. М., 1957, 

стр. 487—489).
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1) fx непрерывны и, следовательно, ограничены 

| РА (х, Ys, Yo, ..., Yn)| ЗМ (= 2,..., п); (88) 
2) fr удовлетворяют условию Липшица относительно пере- 

менных Y1, Yo, ..., Yn: 

| а (х, Yi, Yo, ..., Yn | —fr(X, Ул, Y2, .. 79 Yn)| = 

n 

<L DS и-и| (R=1, 2% -..5 п), (89) 
ix1 

где L — постоянное положительное число, a (Xx, YA, Ye, Lees Yn) 

и (Xx, и, Yo, Ley Yn) — любые точки из К, то система (85) имеет 
единственное решение: 

Yr=Y1(X), Уз==У2(Х), ..., Уп== Уп (Х), (90) 
удовлетворяющее начальным условиям (86), определенное 
(и непрерывно дифференцируемое) в интервале 

|x—x0| <A, (91) 
где . 

h=min(a, a): (92) 

Это решение не выходит из параллелепипеда К при | хх |< А, 
т. е. 

| Ук (х) —у® | <b (R=1, 2,..., п) при | х—ж| <h. (93) 

Из этой теоремы следует упрощенная формулировка тео- 
ремы Пикара для нормальной системы, приведенная в главе ТУ, 
ибо если частные производные 

of 
Oy; 

существуют и ограничены в К, то условие Липшица заведомо 
выполнено. 

Доказательство теоремы Пикара для нормальной системы 
проводится по тому же плану, что и в случае п=1. 

|. Задача Коши (85) — (86) заменяется равносильной систе- 
мой интегральных уравнений 

(Е, 1=1,2,..., п) 

\ 

Yr=yO+ О Y1, Yo, ..., Yn) ах (R=1, 2,..., n). (94)
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2. Строятся последовательные приближения, причем за нуле- 
вое приближение принимаются начальные значения искомых 
функций 

0 —— 7,(0 — 
y®) (x) =y (k= 1, 2, a ) n), (95) 

a последующие приближения определяются равенствами 

ут (x) =yO+ ] Ри (х, утби, yor, :.., yom) dx — (96) 

(kR=1, 2,..., п). 

В результате получаются п последовательностей: 

y), У (x), У (x), ..., ут (x), ... (Е=1, 2, ..., п). (97) 

Доказывается, что все функции, входящие в эти последо- 
вательности, определены и непрерывны в |X—Xo| <A и не 
выходят из области А при этих значениях х. 

3. Доказывается, что последовательности (97) равномерно 
сходятся в | х%№| <A и что, следовательно, предельные функ- 
ции Yyr(x) (R=1, 2, ..., п) непрерывны в этом интервале. 
Для этого последовательности (97) заменяются соответствую- 
щими рядами 

y+ [yP—9P + 9-ю... Е фу]... = (98) 
(k=1, 2,..., n). 

Оценивая члены этих рядов, находят 

[9—0 <M | x—x0| (k=1, 2, ..., п). (99) 

Пользуясь этой оценкой и условием Липшица, получают 

x 

|yP—y |S | ] in (x, уф, ..., YO) — 

—fr(x, yO), ..., y)| dx | <L | ГУ | yoy | de < 
Хо 1=1 

«ми А (k=1, 2,..., п). (100) 

Для общего члена находят оценку 

| х— хо |™ 

т! 
| ут) — ут | <M (nL)™- 

(k=l, 2,..., n), 

(101)
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откуда 
hm 

(т) — 7(m—1 —1 | yor — утв | <M (nL) mt — 

(k=1, 2,..., n). 

при | х—% | <A (102) 

Следовательно, ряды (98), а с ними и последовательности 
(97) равномерно сходятся в интервале |х—х| <A, так что 
предельные функции у» (х) (Е=1, 2,..., п) непрерывны в этом 
интервале. ` | 

4. Доказывается, что предельные функции YrR=Yp(x) 
(Е—=1, 2, ..., п) не выходят из области R при | х—х| <A 
и удовлетворяют системе интегральных уравнений (94) и, сле- 
довательно, дают решение задачи Коши (85)— (86). 

5. Доказывается, что найденное решение единственно. 
Совокупность функций 

YO (х), и (х), ..., YO (х) (103) 

называется приближенным решением задачи Коши (85) — (86). 
При этом погрешность оценивается формулой 

М (пр)тртча 

(m+1)! 

4. Рассмотрим линейную систему 

| yo (x) — ук (х)| < (k=1, 2,..., п). (104) 

d nr 

ey выд (k=1, 2,..., п). (105) 

Если fa(x) тождественно равны нулю при всех рассматри- 
ваемых значениях х, то система (105) принимает вид 

Чук - = pu(x)y (k=1, 2, ..-, п) (106) 

и называется однородной. В противном случае она называется 
неоднородной. | 

Для линейной системы (105) имеет место следующая тео- 
рема существования и единственности решения задачи Коши. 

Теорема Пикара. Если коэффициенты ры(х) и фиунк- 
ции fr(x) определены и непрерывны в интервале [а, 6], то 
система (105) имеет единственное решение 

И =! (Х), Yo= у2(Х), bey Yn=Yn(X), (107)
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определенное (и непрерывно дифференцируемое) во всем 
интервале [a, 6] и удовлетворяющее начальным условиям 

Yi=Y, уз==У®, ..., Yn=Y при X=Xo, (108) 

где начальное значение независимой переменной хо. должно при- 
надлежать интервалу [а, 6], xo C [а, 6], а начальные значения 
искомых функций y), y, ..., yO можно задавать совершенно 

произвольно. | | 
Заметим, что правые части системы (105) определены 

и непрерывны в области К: 

ах в, | и |< - о, | у2 |< оо, ... |Yn|< +o — (109) 

и удовлетворяют в этой области условию Липшица относи- 
тельно Y1, Yo, ..., Yn, причем 2 =К, где 

| ры (х)| <K (Е, [=1, 2,..., п) (110) 

(см. п. 1, пример 7). Далее, так как область R не ограничена, 
то из непрерывности правых частей системы (105) не следует 
их ограниченность в Ю. Зато здесь нет опасности, что после- 
довательные приближения выйдут из области К. 

Принимая во внимание эти замечания, выполним доказа- 
тельство теоремы Пикара для линейной системы (105), следуя 
плану доказательства теоремы Пикара для нормальной систе- 
мы (85) общего вида и внося соответствующие изменения. 

|. Заменим задачу Коши (105) —(108) системой интеграль- 
ных уравнений 

x n 

y= Ot J [> рыси <) [4х (111) 
Xo l=1 

(k=1, 2, ..., м) " 

или 

m=vot J gals, Yi, Y2, ..., Yn) Ах (112) 

(kR=1, 2,..., n). 

2. Строим последовательные приближения: 

y (x) =, 

yr (x) =yO+ ] a(x, yr, yor, ..., yom D)dx (113) 

(kR=1, 2,..., n).
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Так же, как и в общем случае, получим п последовательностей 

У®, у (х), 5 (х),..., ИТ (х), ... (114) 

(8—1, 2,..., n). 

Все функции y™) определены и непрерывны BO всем 

интервале [a, 6] (почему?). 
3. Докажем, что последовательности (114) равномерно схо- 

дятся в интервале [а, 6]. 
Для этого рассмотрим ряды 

y+ [фу LYP@—9O] +... Е фи]... (115) 
(kR=1, 2,..., n). 

Оценим члены этих рядов. Получим 

|y—y | < J onc y, Y, ..., y)| ds | (116) 

(R=1, 2,..., п). 

Здесь gr(x, У®, yO, ..., yO) есть функция, зависящая только 

от х, определенная и непрерывная в замкнутом интервале 
[а, 6] и, следовательно, ограниченная в нем: 

| фк (х, УФ, yO, ..., 90) | <M. (117) 

Поэтому 
| У0—у0 | М] х—ж| (R=1, 2,..., 2). (118) 

Пользуясь этой оценкой и условием Липшица, так же как 
и в общем случае, получим для общего члена ряда (115) оценку: 

| х— хо т 
| у — yo) | <M (пК)т- т (119) 

(k=1, 2,..., п), 
откуда 

(b—a)™ [о-в | <M (nk)m C—O) (120) 
(k=1, 2,..., п). 

Поэтому последовательности (114) равномерно сходятся 
во всем интервале [а, 6], а предельные функции ук(хХ) 
(Е=1, 2,..., п) непрерывны в этом интервале. 

4. Предельные функции ук(х) (Е =1, 2, ..., п) удовлетво- 
ряют системе интегральных уравнений (111) (почему?). 

5. Единственность найденного решения доказывается так 
же, как и в общем случае.
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Подчеркнем две особенности теоремы Пикара для линей- 
ной системы: а) начальные значения искомых функций 
1, Y2, ..., Yn МОЖНО задавать произвольно; 6) решение опре-. 
делено во всем интервале непрерывности коэффициентов Pr: (xX) 
и функций | (х), т. е. во всем интервале непрерывности пра- 
вых частей системы как функций относительно х (в то время 
как в общем случае оно определено лишь в интервале 
| x—x0| <A). 

Для одного линейного уравнения первого порядка эти 
особенности установлены в главе I (см. стр. 43). 

В доказанной теореме Пикара предполагалось, что функции 
рРы(х) и (Хх) непрерывны в замкнутом интервале [а, ь 
Если они непрерывны в интервалах вида (а, 6), [a, 6), (a, 6], 
то для каждого из них имеет место аналогичная теорема суще- 
ствования и единственности (почему?). 

Если функции pri(x) и (Хх) непрерывны при всех х, то 
система (105) имеет единственное решение (107), удовлетво- 
ряющее начальным условиям (108), где все начальные данные 
можно задавать произвольно, причем это решение будет опре- 
делено при всех х (почему?). Это имеет место, например, 
в случае, когда функции ры(х) и fa(X) являются полино- 
мами. | 

P(x) 

Q(x)’ 
TO за начальное значение независимой переменной можно 
брать любое число, при котором ни один из знаменателей не 
обращается в нуль. Это решение будет заведомо определено 
(и непрерывно дифференцируемо) до ближайшего вещест- 
венного корня уравнений Q(x) =0. 

Рассмотрим однородную линейную систему (106): 

Если эти функции являются отношениями полиномов 

dyh С 

Uh = Урыфи (k=1, 2, ..., п), 
1—1 

коэффициенты ры(х) которой определены и непрерывны в ин- 
тервале (а, 5) (или в интервале другого вида). Поставим нуле- 
бые начальные условия 

И ==0, Yo=0, ..., Уп=0 при х=жС (а, 6). (121) 

Система (106) имеет единственное решение, удовлетворяю- 
щее этим начальным условиям (почему?). Но она всегда имеет 
нулевое решение: 

 Нулевое решение (122) называют также очевидным или тривиальным.
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yi=0, y=0, ..., Yn=0, (122) 
которое, очевидно, удовлетворяет начальным условиям (121). 

Следовательно, единственным решением однородной линей- 
ной системы (106), удовлетворяющим нулевым начальным YCAO- 
виям (121), является нулевое решение (122 | 

Пример 9. Рассмотрим снстему 

—=-2; — =. (123) 

Эта система имеет единственное решение, удовлетворяющее любым задан- 
ным начальным условиям, причем это решение будет определено при всех х 
(почему?). В частности, единственным решением, удовлетворяющим нулевым 
начальным условиям: 

y=0, z=0 при Х=Хь, (124) 

будет 

y=0, 2 =0. (125) 

Найдем методом Пикара решение, удовлетворяющее начальным усло- 
BHAM: 

y=1, z=0 при x=0. (126) 

Соответствующей системой интегральных уравнений будет. 

x x 

y=i— feds: z= | ydx. (127) 

0 0 

Строим последовательные приближения: 

Yo(x) = 1, Zo (x) = 0; ) 

x’ x 

yi(y=1— fo-de=1, a(x)= f 1-deas; 

о ‘ 0 

x x . Xe 

yo(x)=1—_ | xdx=|— 5, 22 (х) = fi -dx=X; 

0 0 

7 x2 ” x2 x3 (128) 

— | — dx=|— —, - | ( -=—)d =xX-— —-——" Y3(x) =1 fs x=! 5 23 (х) 1 5 X=X ar 

0 0 

x2 x’ x3 

MOST a BONER Gp 
x № x3 хз 

x) =1- —+—> 25(х) =х— — + —; 
¥s(*) nal 5(¥) 3! 

.. J
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Последовательности 

Yo(X), Ys(*), Y2(X), ... 5 20(х), 21(х), 22(Х),... (129) 
сходятся при всех x. Предельные функции у(х) =cos xX, z(x)=sin x образуют 
искомое решение. 

Пример 10. Пусть дана система 

ау | dz 

dx x+1 dx 

Какое начальное значение Xo можно задавать, чтобы решение существо- 
вало и было единственным? В каком интервале определено это решение? 

Согласно теореме Пикара, можно брать любое хо == —1. Если %<-1, 
то решение: с любыми начальными значениями искомых функций будет заве- 
домо существовать в интервале (— со, —1). Если же х>-—1, то оно будет 
определено в интервале (—1, +00). , 

Найдем второе приближение к решению, удовлетворяющему начальным 
условиям: 

у=2, ‘2=3 при х=0. (131) 

Получим: 
x x 

Zz 
у=2+ | ах, 23+ | ydx; 

0 0 
x+1 

У (Хх) = 2, 2(X) =3; 

x 

3 
(9 =2+ | —ах=2+3 (x+1), 

x+1 
0 

x 

2,(%)=3+ f 2dx=3+4 2x, 
0 

Г 3 
Yo (x) =2+ f 

0 

Хх +2 
Ях=2-+2х-+ п (x+1), 

х-+1 

x 

22(x)=3+ f[2+3 In (x+1)]dx=3—x+3(x4+1) In (x+1). 
0 

5. Пусть дано уравнение п-го порядка, разрешенное OTHO- 
сительно производной © 

у —1(х, у, у", ..., Yr), (132) 

И поставлены начальные условия: 

Y=Yo, Y= ..., YO V=yr-) при X=Xo. (133) 

Какие начальные данные можно. задавать, каким условиям 
должна удовлетворять правая часть уравнения (132), чтобы
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решение с этими начальными данными заведомо существовало 
и было единственно, в каком интервале изменения х оно будет 
определено? 

Чтобы ответить на эти вопросы, заменим уравнение (132) 
равносильной ему нормальной системой п-го порядка. 

Полагая (согласно п. 12 гл. IV) 
r 

y=y1, У=у, ..., Y™D=Yn, (134) 

придем к нормальной системе 

dy, 

пак = 
dye щи. 

ах °” 

(135) 
AYn—s __ 

dx —_ п, 

dyn 
Te =1(% Yi, Yo, ...у Уп) | 

с начальными условиями: 

У, У2== И, ..., Уп=У 9 при X= Xo. (136) 

Задача Коши (132) — (133) равносильна задаче Коши (135)— 
(136), существование и единственность решения которой гаран- 
тируются теоремой Пикара (п. 3). 

Все правые часги системы (135), кроме последней, заведомо 
удовлетворяют условию этой теоремы при любых начальных 
условиях, в том числе и при условиях (136). Подчиним правую 
часть последнего из уравнений (135) соответствующим усло- 
ВИЯМ. р редположим, что [(X, Ил, Yo, ..., Yn) определена в об- 
ласти К: 

|х—ж| <a, | yr—y) | <0 

(a>0, 6>0, k=1, 2, ..., п) (137) 

и удовлетворяет в ней двум условиям: 
1) f(x, yt, и, ..., Yn) непрерывна и, следовательно, огра- 

ничена: 

| (х, Уз, У, ..., Ув | ЗМ (M>0); (138)
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2) F(X, Y1, Yo, ..., Уп) удовлетворяет условию Липшица 
относительно всех аргументов, кроме первого 

| F(x, Y1, Y2, ...у Yn) —f (x, YA, Y2, ...у Yn)| = 

<L Хи} (139) 
1—1 

где [.>>0, а (%, и, Yo, Ley Yn) и (Xx, 4, Yo, ...) Yn) — любые 
точки области К. 

Тогда в области К будут выполнены условия теоремы Пикара 
для всей системы (135), и задача Коши (135) — (136) будет 
иметь единственное решение 

И = (х), у2=2(Х), ..., Yn=Yn(x), (140) 
определенное в интервале 

| X—Xo | <h, (141) 

где 

h=min /a _? (142) (* max (veh [us «> [amb Mf) 
(почему?). 

Возвращаясь к задаче Коши (132) — (133), получим следую- 
щую теорему существования и единственности для уравне- 
ния (132). 

Теорема Пикара. Если правая часть уравнения (132) 
определена в области К: 

еж | <a, |y—yo| <b, | УИ <b, 
}yr—Y—yr) | =b (143) 

и удовлетворяет в ней двум условиям: 
1) f(x, yy’, ..., Ут) непрерывна и, следовательно, огра- 

ничена: 
Ех, у, и,..., ий 9)| М (М9); (144) 

2) f(x, и, и'’,..., y*™") удовлетворяет условию Липшица 
относительно у, и'’,..., y™): 

| (х, у, у’, ..., YOO) P(X, у, У, ..., YO) = 
п—1 

<L У (145) 
k=0
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где L>0, Yy) = y, a(x, у, у, ...у yr) и (х, у, у, cry yr) a 

любые точки области К, го уравнение (132) имеет единственное 
решение 

y=y(Xx), (146) 

удовлетворяющее начальным условиям (133), определенное 
в интервале 

| x—x0| SA, (147) 
где 

b . 

max ТУТ. 19, M)) h=min (* (148) 

\ 
Условие Липшица (145) будет заведомо выполнено, если 

правая часть уравнения (132) имеет ограниченные частные про- 
изводные по всем аргументам, кроме х: 

of 
ду“) 

<K (k=0, 1, 2,..., n—1), (149) 

причем L=K, Поэтому доказанная теорема [lukapa влечет за 
собой справедливость теоремы Пикара в упрощенной формули- 
ровке, данной в главе III, где условие (145) заменено более 
грубым условием (149). 

Пример 11. Рассмотрим уравнение 

3 
И” = > y?. (150) 

Это уравнение имеет единственное решение у=у(х), удовлетворяющее 
начальным условиям: 

Y=Yo, Y=Y при x=Xo, (151) 

где числа хо, Yo и у можно задавать произвольно (почему?). Но оно, 

вообще говоря, не будет определено при всех х. Например, решением с на- 
чальными условиями: 

у=4, у=-—8 при x=] (152) 
будет 

y= 2" (153) 

Это решение определено только в интервале (0, +00). Оно обладает свой- 
ством Y—»oo при х—>0, несмотря на то, что правая часть уравнения непре- 
рывна ‘относительно х при всех значениях х. Для линейных уравнений, 
как мы увидим ниже, такого явления быть не может.
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6. Рассмотрим линейное уравнение 

yt р (х)уи-Э-Н р» (x) yA ... + бл (х) у- 

+Pn(x) Y=} (x). (154) 
Если [(x)=0, то уравнение (154) принимает вид 

ура (хутор (x) YI . ри (ху 
+Pn(x)y=0 (155) 

и называется однородным. В противном случае оно называется 
неоднородным. 

Для уравнения (154) имеет место следующая теорема су- 
ществования и единственности решения задачи Коши. 

Теорема Пикара. Если коэффициенты pr(x) и функ- 
yun f(x) определены и непрерывны в интервале [а, 5], то урав- 
нение (154) имеет единственное решение 

y=y(x), (156) 
определенное во всем интервале [а, b] и удовлетворяющее Ha- 
чальным условиям: 

у=у, У=У,,..., YO 9=уТ 9 при x=Xo, (157) 

где хо С [a, 6], а числа Yo, у, ..., yo?) можно задавать про- 

извольЬно. 

Действительно, приводя уравнение (154) к нормальной 
системе п-го порядка, получим линейную систему 

dy, 

ах 

dye 

dx = Y3, 

= Y2, 

158 dyna (158) 

ах ?™ 

dyn 
Yn — — р! (X) Yn—P2(X) Yn-1— ... — Pn—1(X) у2— 
ах 

—Pn (Xx) Wt (x). 
Решению уравнения (154) с начальными условиями (157) 

соответствует решение системы (158), удовлетворяющее началь- 
ным условиям: 

Yr=Yo, Y2= Yor ..., Уп==УИ 9 при X=Xo. (159) 
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Система (158) удовлетворяет условиям теоремы Пикара 
(почему?). Поэтому она имеет единственное решение, удовле- 
творяющее начальным условиям (159), причем это решение 
будет определено во всем интервале [a, 5]. А тогда и уравне- 
ние (154) имеет единственное решение, удовлетворяющее на- 
чальным условиям (157) и определенное во всем интервале 
[а, 6]. 

Теорема Пикара для линейного уравнения имеет те 
же две особенности, что и теорема Пикара для линейной си- 
стемы: а) полный произвол выбора начальных значений 

Yo, У Lay yr), 6) существование решения задачи Коши во 

всем интервале непрерывности коэффициентов рь(х) и функции 
[(х). Она, так же как и в случае линейной системы, переносится 
на интервалы вида (а, 6), [a, 6), (a, 6]. Если рь(х) и f(x) 
непрерывны в интервале (—oo, +00), то все начальные данные 
можно задавать произвольно, и решение существует при всех х. 

Из теоремы Пикара следует, что если рь(х) и f(x) являются 

P(x) 
Q(x)! 

случае решение с любыми начальными данными существует 
при всех х, а во втором начальное значение хо не должно обра- 
щать в нуль ни один из знаменателей, и решение определено 
до ближайшего вещественного значения х, при котором 
знаменатели Q(x) обращаются в нуль. 

Рассмотрим однородное линейное уравнение 

YO ра (x) YD р (х) уе... ри (ху 
+ Р» (х)у=0, (160) 

коэффициенты которого непрерывны в интервале (а, 6) (или 
в интервале другого вида). 

Однородное линейное уравнение (160) всегда имеет нуле- 
вое решение: 

полиномами или отношениями полиномов то в первом 

y==0. (161) 

Если коэффициенты уравнения (160) непрерывны в интер- 
Bane (а, 6), то единственным решением, удовлетворяющим нуле- 
вым начальным условиям 

y=0, y’=0,..., yr =0 при х=ж С (а, DB), 

является нулевое решение (161) (почему?). 

Пример 12. Рассмотрим уравнение 

у’ х?у=0. (162)
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Всякое решение этого уравнения определено при всех х (почему?). 
В квадратурах это уравнение не интегрируется, ибо подстановкой 

/ 

— =Z 

у 

оно приводится к специальному уравнению Риккати 

= +=? = — х?, (163) 

которое не интегрируется в квадратурах. 
Найдем второе приближение к решению уравнения (162), удовлетворяю- 

щему начальным условиям: 

y=1, y’=0 при х=0. (164) 

Полагая 

у=у, У=у», (165) 

приведем уравнение (162) к нормальной системе 

ау! dys 

= Yo; = — x7 44, 166 
dx 7 ах у! (166) 

Мы должны найти второе приближение к решению этой системы, удовле- 
творяющему начальным условиям: 

И =|1, У2=0 при х=0. (167) 

Заменим задачу Коши (166)—(167) соответствующей системой инте- 
гральных уравнений 

x x 

у =1++ Г узах; уз=— f ху ах. (168) 
° 0 0 

Далее получим 

(x) = 1 yn (x) = 0; 
x x 5 

x 
у’ (xy=i4 foo dx=1, yo” (y=- | idy=— 

. , ‚ (69) 

” 3 4 . 3 x vei fae у вая = 
0 0 | 

Следовательно, вторым приближением к искомому решению будет 

x4 

y=l—— >. (170) 

Это есть приближенное решение задачи Коши (162)—(164). Оно заведомо 
удовлетворяет начальным условиям (164) (почему?). Мы можем пользоваться 
этим приближенным решением при всех х, ибо последовательные прибли- 
жения сходятся при всех X.
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$ 2. ЗАВИСИМОСТЬ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОШИ ОТ НАЧАЛЬНЫХ 

ДАННЫХ. ПОНЯТИЕ ОБ УСТОЙЧИВОСТИ РЕШЕНИЯ (ДВИЖЕНИЯ) 

7. Пусть дано уравнение 

и = а, YM), (1) 
правая часть которого зависит от параметра A. Решения этого 
уравнения тоже будут зависеть от A. Каков характер этой зави- 
CHMOCTH? 

Теорема. Гредположим, что правая часть уравнения (1) 
определена как функция от х и у в прямоугольнике В: 

|х—ж| <a, |y—Yo| <b (a>0, 6>0) (2) 

и как функция параметра i в интервале 

<=) (3) 

и удовлетворяет двум условиям: 
1) 7(х, и, ^) непрерывна относительно x, у, A в области (2), 

(3) и, следовательно, ограничена в ней: 

F(x, у, ^) | <M, (4) 

где (х, у) — любая точка из прямоугольника К, kh — любое число 
из интервала (3), а М — постоянное положительное число, не 
зависящее от A; 

2) f(x, у, ^) удовлетворяет условию Липшица относительно у 
в области (2), (3), т. е. | 

"Ре, и, ^)- К, у, №) 59 (5) 

где (x, у) и (x, у) — любые точки из области R, А — любое 
число из интервала (3), а L — постоянное положительное число, 
не зависящее OT i. 

Тогда уравнение (1) имеет единственное решение; 

y=y(x, ^), (6) 
удовлетворяющее начальным условиям 

Y=Yo При X=Xo. (7) 

Это решение определено (и непрерывно дифференцируемо) как 
функция от х в интервале 

| x—xXo| <A, (8)
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где 

h=min (a р 9) 
7 " M7?’ ( 

и непрерывно как функция параметра i в интервале (3) равно- 
мерно относительно независимой переменной х из интервала (8), 
т. е. по любому e>0 найдется такое 5>0, что при | |< 6 
будет выполняться неравенство 

| y (x, АНАЛ) —у(х, ^)| <= (10) 
одновременно для всех х из интервала (8). 

Доказательство аналогично доказательству теоремы Пикара 
(п. 2), следует только внести соответствующие изменения, вы- 
званные наличием параметра A. 

|. Заменим задачу Коши (1)—(7) интегральным уравнением 

y=yot Л РС у, №) ах. (11) 

2. Будем решать уравнение (11) методом Пикара. Строим 
последовательные приближения: 

Ус (х, A) = Yo, , 

ул (Х, = J Их Yo, 4) dx, 

, | (12) 

Уп (Х, ») =o J f(x, уз, A) dx, 

. 

В результате получим бесконечную последовательность функ- 

ЦИЙ 

Yo, yi (Х, ^.), 52 (х, ^,), cy Yn(X, Л), ... (13) 

Все функции у„(х, A) определены и непрерывны OTHOCH- 
тельно хи A в области 

|[х—х| <A, AMAA) (14) 

и не выходят при этих значениях х и A из области К, т. е. 

| уп (х, ^) —ш| <b при | хх | SA, №Ю<А= № (15) 

(почему?).
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3. Покажем, что последовательность (13) равномерно схо- 
дится относительно x H А в области (14). С этой целью рас- 
смотрим ряд 

Yo [ys (x, ^,) — 1%] - [92 (х, ^,) — yi (Х, ^)] ... + 

+ [Yn (x, A)—Yn-1(x, AD] +... (16) 

Его общий член имеет оценку 
п h 

[yn (х, №) —Yna(, 2) «МЕ (17) 

справедливую для всех хи A из области (14). Поэтому ряд (16) 
сходится равномерно относительно хи ^, в этой области. 

Обозначим сумму ряда (16) или, что тс же, предельную 
функцию последовательности (13) через у(х, A). Так как члены 
ряда (16) непрерывны относительно х и A в области (14) и 
ряд (16) сходится в этой области равномерно относительно 
x UA, TO и(х, A) непрерывна относительно х и A в области (14). 

4. Функция у=у(х, A) не выходит из области Ю при зна- 
чениях хи A из области (14) и удовлетворяет интегральному 
уравнению (11). Чтобы убедиться в этом, достаточно перейти 
к пределу в неравенстве (15) и в равенстве, определяющем 
п-е приближение Yn(X, Л). 

5. Единственность решения (6) доказывается так же, как 
и в теореме Пикара. 

Отметим, что в случае линейного уравнения 

У-Р(х, A)y=q (x, A) (18) 

решение (6) будет непрерывно относительно x и А при всех 
значениях хи A, при которых p(x, A) и 9(х, A) заданы и не- 
грерывны. 

Это непосредственно следует из формулы для решения 
задачи Коши (18), (7): 

х x x 
=] p(x, ах f p(x, A)dx 

y=e Xo и] q (x, ir) exo ах (19) 

(почему?). 
Доказанная теорема о непрерывной зависимости решения 

задачи Коши от параметра распространяется на нормальную 
систему n-ro порядка 

dt 

win Y1, Ya, ..., Yn; Ma, N2. cy Ain) (A=1, 2, sey n), (20)
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правые части которой зависят от любого конечного ‘числа па- 
раметров Ay, Ao, ..., Am, а также на случай, когда параметры 
входят в начальные условия. Она распространяется и на урав- 
нение f-TO порядка, разрешенное относительно старшей произ- 
водной. 

8. Докажем, что при условиях теоремы Пикара решение 
задачи Коши непрерывно зависит от начальных данных. 

Теорема. Если правая часть уравнения 

И К, 9) (21) 
удовлетворяет в прямоугольнике В: 

|[х—х| <a, |y—yo| <b (22) 
обоим условиям теоремы Пикара, TO решение 

y=y(x, х*, y*), (23) 
удовлетворяющее начальным условиям 

y=y* при х=х*, (24) 

является непрерывной функцией от х и начальных данных х*, у*, 
когда х изменяется в интервале 

h 
| X—X0 | <= 2 —Q, (25) 

а точка (x*, y*) лежит в области R*: 

b 
| х*— хо | =, | Y"—Yo| = 5, (26) 

где 

h=mi (a ~.) 0< h 27 =min\4, 77), 0<e< =, (27) 

При этом решение (23) будет непрерывно как функция на- 
чальных данных х*, у* в области (26) равномерно относитель- 
но х из интервала (25), т. е. по любому в>0 найдется такое 
5>0, что при | Ах*| <6, |Лу*| <6 будет выполняться не- 
равенство 

ly (x; х*--Ах*, y*+Ay*)—y(x;, х*, y*)| <e (28) 

одновременно для всех X из интервала (25). 
Основная идея приводимого ниже доказательства этой тео- 

ремы состоит в замене уравнения (21) новым уравнением, 
в которое начальные данные х*, у* входят в качестве пара-
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метров, и использовании теоремы о непрерывной зависимости 
решения от параметров. - 

Сделаем в уравнении (21) замену переменных: 

х—х*= Е y—y*=n. (29) 
Тогда уравнение (21) примет вид 

а | 

& =f(E+x*, nty*) == (5, п; х*, y*), (30) 

а вместо начальных условий (24) получим 

=0 при &=0. (31) 

Покажем, что уравнение (30), в которое величины x*, y* 
входят в качестве параметров, имеет единственное реше- 
ние, удовлетворяющее начальным условиям (31), и что это 
решение непрерывно зависит от х* и и*. 

Действительно, правая часть уравнения (30) удовлетворяет 
условиям теоремы Пикара в области, определенной неравен- 
ствами 

[Ех | <a, | n+y*—yo| 6, (32) 

которые будут заведомо выполнены, если 

а b 
= 5, [nl<> (33) 

и. 

* = а * <= b | 5, |9" | < 5. (34) 

Отсюда следует, что правая часть уравнения (30) удовлетво- 
ряет условиям теоремы о непрерывной зависимости решения 
от параметров. Поэтому уравнение (30) имеет единственное 
решение 

1=1(&; х*, y*), (35) 

удовлетворяющее начальным условиям (31). Это решение опре- 
делено как функция OT & в интервале 

Е < (36) 
и как функция от параметров x*, у* в области (34). Решение 
(35) является непрерывной функцией & и параметров х*, y* 
в области (36), (34).
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Возвращаясь в формуле (35) к старым переменным х и 1, 
получим . 

y=y*+n(x—x*; х*, у*). (37) 

Это есть решение уравнения (21), удовлетворяющее начальным 
условиям (24) и потому совпадающее с решением (23), так что 

y=y*+n(x—x*; х*, y*) ==у(х; х*, у*). (38) 
Решение (38) или, что то же, решение (23) определено как 
функция начального значения y* в области 

[¥*—4|< a (39) 

и как функция хих* при значениях X H x*, удовлетворяющих 

неравенству 

п 

а» 5 (45) pot] < 
вытекающему из неравенства (36). Неравенство (40) будет за- 
ведомо выполнено, если 

| ¥—Xo | < = —o, | x*—X0| <a. (41) 

Так Kak решение (35) уравнения (30) непрерывно OTHOCH- 
тельно ЕЁ, х* и y* в области (36), (34), то решение (23) урав- 
нения (21) непрерывно относительно x, х* и y* в области (25), 
(26). Теорема доказана. 

Заметим, что если начальное значение х* независимой пере- 
менной х не изменять, считая х* = (&=0), то решение (23) 
будет непрерывной функцией начального значения Y* искомой 
функции у в области (39) равномерно относительно х из интер- 
вала 

|х— № | = = (42) 

В случае линейного уравнения 

y’+P(x)y=49(x) (43) 
решение (23) будет непрерывной функцией OT х и начальных 
данных х*, у* при всех X H X* из интервала непрерывности 
коэффициента p(X) и правой части g(x). Это непосредственно 
следует из того, что решение (23) в этом случае можно за- 
писать в виде
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х х 
— p(x)dx p(x)dx 

y=e *" yet J g(x) ex" dx (44) 

(почему?). 
Доказанная теорема распространяется на нормальную си- 

стему п-го порядка и на уравнение я-го порядка, разрешенное 
относительно старшей производной. 

9. Рассмотрим нормальную систему вида 

ax, 
Hp as X14, X22, ..., Xn), | 

axe 

yp Aah Mt, Kay Hn), (45) 

AX» 
dt = Xn (ft, X14; X92, ...у Xn), | 

где {— время, а хи, х› ..., Xn — координаты точки фазового 
пространства (X4, №2, ..., Xn). 

При выполнении условий теоремы Пикара решение (дви- 
жение) 

ХА= 1 (1), Х2=2(Р, ..., Xn=Xn(t), (46) 

определяемое системой (45) и начальными условиями: 

— (0 — — — X= x0), Xy= x), Ley Xp =x при t=—fo, (47) 

(0) x(0) (0) непрерывно как функция начальных данных x), хо, ..., «0 

(в некоторой области их изменения) равномерно относительно ¢ 
из некоторого конечного интервала изменения времени. 
(Мы используем здесь случай теоремы о непрерывной зависи- 
мости решения от начальных данных, когда начальное значение 
независимой переменной не изменяется.) 

В тех случаях, когда непрерывная зависимость решения 
(движения) от начальных значений искомых функций имеет 
место равномерно относительно ¢ на всем полубесконечном 
интервале изменения [(Ё—1), говорят, что решение (движе- 
ние) (46) обладает свойством устойчивости при [—-Ноо. 

Предположим, что правые части системы (45) обращаются 
в точке %1=0, х›=0,..., х„ =0 в нуль при всех рассматривае- 
мых значениях времени (1—1). Тогда система (46) определяет 
нулевое решение: 

Х==0, Х2==0, ..., Xn = 0. (48)
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Это решение удовлетворяет нулевым начальным условиям: 

Х4=0, Х2=—0, eee yg X»=0 при t= lo. (49) 

Решение (48) мы будем называть невозмущенным решением, 
а соответствующее ему движение — невозмущенным движением. 

Всякое решение (46), удовлетворяющее начальным усло- 
виям (47), где хотя бы одно из начальных данных x”), x), 

‚ ХФ отлично от нуля, будем называть возмущенным реше- 

нием, соответствующее ему движение — возмущенным движе- 
нием, а числа x), x, ..., XO) — возмущениями. 

1 

Предположим, что рассматриваемые возмущенные решения 
определены при всех значениях 1—5. 

Определение 1. Невозмущенное решение (движение) 
(48) называется устойчивым в смысле Ляпунова при t>-+o, 
когда все возмущенные решения (46), соответствующие доста- 
точно малым возмущениям xX), хО, ..., x), будут при всех 

значениях {1—4 находиться в сколь угодно малой окрестности 
этого невозмущенного решения, т. е. по любому положитель- 
ному числу =>>0 можно найти такое положительное число 6>>0, 
что из неравенств 

| x1 <6, | x1 <6, ..., |x] < 6 (50) 

следуют неравенства 

1%: (0) |<<е, | x2(t)| < в, ..., |хн(0| <e (51) 

при всех fo. 
Дадим геометрическое и механическое истолкование этого 

определения в случае п=2. 
Пусть дана система 

ах dy | 
— =X q —=YV(f . HX sy), SHV х, 9), (52) 

где 

Х(Ь 0, 0) =0, Y(t, 0, 0)=0 при tbo. (53) 

Здесь Ё — время, ах и у — координаты точки на фазовой пло- 
CKOCTH (х, и). 

Устойчивость движения 

х==0, и==0, (54)
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т. е. состояния покоя, определяемого системой (52), означает, 
что какой бы квадрат со стороной 2= с центром в начале коорди- 
нат — точке покоя — ни взять, всегда найдется такой вложен- 
ный в него квадрат со стороной 26 
(рис. 39), что все возмущенные дви- у 
жения, начинающиеся (при #=0) be 26 —ы 
внутри второго квадрата, будут оста- 26 — 
ваться внутри первого квадрата при 
всех значениях #28. Yol—4 

Определение 2.. Если хотя бы 1, -_т 
для одного =>>0 не существует соот- K 
ветствующего 6>>0, то решение (48) 
называется неустойчивым. 

Определение 3. Решение (48) 
называется асимптотически устойчи- Рис. 39. 
вым, если оно устойчиво и, кроме того, 
все возмущенные решения (46), соответствующие достаточно 
малым возмущениям, обладают свойством 

x4(t)—>0, х2(Ё)—0, ..., х(Г)>0 при t++oo. (55) 

Для системы (52) асимптотическая устойчивость движения 
(54) означает, что все движения, начинающиеся при #=& 
внутри квадрата со стороной 26, не только остаются внутри 
квадрата со стороной 2, но и стремятся к состоянию покоя (54) 
при {—-- со. 

Определение 4. Если невозмущенное` решение (48) 
неустойчиво, но по любому положительному числу =>0 можно 
найти такое положительное число 6>>0, что при возмущениях, 
подчиненных некоторым условиям вида 

F(x, x, ..., x) =0 или f(x, x, ..., x) >0, (56) 

где [(0, 0, ..., 0) =0, из неравенств (50) следуют неравен- 
ства (51) при всех tizto, то такое невозмущенное решение 
называется условно устойчивым. 

Судить о наличии (отсутствии) устойчивости проще всего 
в тех случаях, когда известно общее решение, особенно если 
оно задано в форме Коши. 

Пример 1. Рассмотрим систему 

о =-y, = =*. 57 
dt dt 67 

Примем здесь и в дальнейших примерах &=0. 
Решение (движение) 

x=0, y =0, (58) 

определяемое 3TOH системой, УСТОЙЧИВО, но не асимптотически.
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Действительно из общего решения в форме Коши (см. гл. IV, $ 1, при- 
мер 4) 

x=X,cost—yosint=x(t); У=хХо sint+yocost=y(t), (59) 

где X9=x(0), Yyo= y(0), следует, что все возмущенные решения (т. е. решения 
с любыми начальными данными Хо, Yo) определены при всех #20, и если 
Xo И Yo достаточно малы, то х и у будут сколь угодно малы при всех #>0, 
т. е. по любому #>0 можно найти такое 6>0, чтобы из 

| Xo | <6, [yo] <6 (60) 

следовало 
| x(t) | <e, |y(t)|<e при всех #20. (61) 

1 $ 

| | 
|“=—— 2——= 

---26 

Zo 

Yo 

coy 

Puc. 40. Рис. 41. 

с 

Достаточно взять б= >. Следовательно, решение (58) устойчиво. Асимпто- 

тической устойчивости нет, ибо возмущенные решения, очевидно, не обла- 
дают свойством 

x(t) >0, y(t) >0 при t> +00. (62) 

Возмущенные движения (59), начинающиеся (при #=0) внутри квадрата 
со стороной 26 (26==), остаются при всех >20 внутри квадрата со сторо- 
ной 2&, но не стремятся к состоянию покоя (58) при f> - сю. Траекториями 
возмущенных движений (59) являются окружности (рис. 40) 

ху хо +. (63) 

ё € 
Если 1% | <> 1 <, то радиусы этих окружностей меньше в. 

Отсюда мы снова видим, что движения (59), начинающиеся внутри квадрата 
со стороной 26, остаются при всех #>0 внутри квадрата со стороной 9, 
но не стремятся к состоянию покоя (58) при Ё- +00. 

Пример 2. Для системы 

——=-х, — =-29 (64)
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нулевое решение 

x=0, y=0 (65) 

будет асимптотически устойчивым. 
В самом деле, возмущенные решения имеют вид 

х=хое-', у=уе-?", (66) 

откуда видно, что решение (65) устойчиво (6==). Кроме того, все возму- 
щенные решения (66) обладают свойством 

x(t)>0, и(1)->0 при t> +00. (67) 

Траекториями возмущенных движений (66) являются полупараболы 

y = 2 (x #0) (68) 

и полуоси координат (рис. 41) 

у=0 (x#0), х=0 (y #0). (69) 

Здесь все движения, начинающиеся в квадрате со стороной 26 (26=28), 
не только остаются внутри квадрата со стороной 2€, но и стремятся к со- 
стоянию покоя (65) при t> сю. 

Пример 3. Пусть дано уравнение 

ах ау 7 
a =X, recs (70), 

Здесь нулевое решение 

x=0, и=0, (71) 

счевидно, неустойчиво, ибо из вида общего решения 

х=жЖе!, y=yoe?! (72) 

ясно, что какие бы малые возмущения хо, Yo ни взять, мы пе можем обес- 
печить выполнение неравенств 

|x(t)|<e, |y(t)|<e при всех #>0. 

Траекториями возмущенных движений будут те же полупараболы (68) 
и полуоси координат (69) (рис. 42), что и в предыдущем примере, но дви- 
жения происходят в обратном направлении, и они, очевидно, покидают любой 
квадрат со стороной 2Е в каком бы малом квадрате со стороной 26 они ни 
вачинались. | | 

Заметим, что решение (71) будет асимптотически устойчиво при t+ —oo. 
В подобных случаях говорят, что решение (71) абсолютно неустойчиво. 

Пример 4. Рассмотрим систему 

dx dy 73 
— =-xX, —=y. : di у (73) 

Решение (движение) 

x=0, у=0, (74) 

определяемое этой системой, неустойчиво. Это вытекает из вида возмущен- 
ных движений 

х=хе-', у= ое! (75) 

(почему?).
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Но если ограничиться рассмотрением возмущенных движений частного 

вида “ 

х=Хое-*, y=0. (76) 

т. е. подчинить возмущение Yo условию 

Ус =0, (77) 

то для любого #>0 найдется 6>0. 
Можно положить 6б=е. Поэтому решение (74) условно устойчиво. 
Обратимся к траекториям движений (75) и (76). Траекторнями движе- 

ний (75) являются (равнобочные) гиперболы 

XY=XoYo (78) 

и полуоси координат (рис. 43) 

y=0 (х=0), х=0 (y #0) (79) 

Все движения, кроме движений (76), покидают любой квадрат со сто- 
роной 2€, в каком бы малом квадрате со стороной 26 они ни начинались, 
так что мы снова убеждаемся, что движение (74) неустойчиво. 

Рис. 42. Puc. 43. 

Траекториями движений (76) служат полуоси оси Ох. Эти движения 
остаются в квадрате со стороной 2e, если они начинаются в квадрате со 
стороной 26 (26=2e), что и обеспечивает установленную выше условную 
устойчивость движения (74). 

В этом пункте мы хотели дать только понятие об устойчивости как 
о некотором специальном свойстве решения. Некоторые признаки устойчи- 
вости и неустойчивости будут даны позднее (см. гл. УП, п. 24, 25). 

10. Рассмотрим уравнение 

ау _, | 
ах =f (x, y). (80)
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Докажем, что если правая часть этого уравнения не только 
удовлетворяет условиям теоремы Пикара, но и непрерывно диф- 
ференцируема относительно у, то решение задачи Коши 
будет не только непрерывной, но и непрерывно. диффе- 
ренцируемой функцией (обоих) начальных данных. 

Теорема. Если функция f(x, у) удовлетворяет в прямо- 
угольнике В: 

|х—ж| <a, |y—yo| <b (а>0, 6>0) 

сбоим условиям теоремы Пикара и, кроме того, имеет непре- 

рывную частную производную ay? 72 решение 
| у 

y=y(x; х*, у*), (81) 
удовлетворяющее начальным условиям 

y=y* при х=х*, (82) 

является непрерывно дифференцируемой функцией от x и на- 
чальных данных x*, у*, когда х изменяется в интервале 

h 
|¥—%o| = 7 (83) 

а точка (x*, y*) лежит в области R*: 

b 
| x*#—x0| <a, | y*—Yo| = 9° (84) 

20e 

h=min (a >) 0< п. 85 — 11 М)’ =0< 4: (85) 

Ограничимся доказательством существования (и непрерыв- 
, . OY 

ности) частной производной aye 
у 

Дадим У* приращение Лу* настолько малое, чтобы точка 
(x*, y*+Ay*) не выходила из Ю, и построим решение 

у=у(х; х*, y*+Ay*), (86) 
удовлетворяющее начальным условиям: 

y=y*+Ay* при х=х*. (87) 
Рассмотрим функцию 

y—y 
u= Ay* (88)
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Докажем, что эта функция имеет предел при Ау*—>0 и что 

этот предел, т. е. у является непрерывной функцией от 

x, x*, у* в области (83), (84). 
Составим дифференциальное уравнение для функции и. 

Находим 

4и _ 1 d(y—y) 
dx  Ay* dx ` 

(89) 

Подставляя решения (81) и (86) в уравнение (80) и вычитая 
почленно первое тождество из второго, получим 

“WEY ых, 9. (90) 
Преобразуем правую часть: 

\ 

К, D(x, yy = LOYAL уу) (91) 
y—y 

или (используя формулу конечных приращений Лагранжа) 

Hx, Ка, УР, 9+0 0—9)10—9)0<0<10. (92) 
Поэтому равенство (89) можно записать так: 

du | 
Tx =p(x, Ay*)u, (93) 

где функция 

f (x, y) —f (x, у) — 

9—9 
зависит только oT x H Ay*, ибо у и у определяются фор- 
мулами (81) и (86) и зависят от x, x*, y*, Ay*. Но точка 
(x*, y*) фиксирована. 

Из (88) в силу начальных условий (82) и (87) следует, что 
функция и обращается в единицу при х=х*. 

Таким образом, функция (88) есть решение однородного 
линейного уравнения (93) с начальными условиями: 

p(x, Ау*) = Fix, yt+e(y—y)] (94) 

и=| при х=х*. (95)
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Коэффициент p(x, Ay*) в уравнении (93) не- 
прерывно зависит от независимой перемен- 
HOH x и параметра Ay*, когда х изменяется 
в интервале (83), а | Лу*| достаточно мало. 

Чтобы убедиться в этом, возьмем любую точку (х, Ау*) 
из указанной области и рассмотрим два возможных случая. 

1. В точке (x, Ay*) разность Y—y не равна нулю. В этом 
случае непрерывность функции p(x, Ay*) в этой точке следует 
из формулы 

F(x, у) И(х, 9) 
p(x, Ау*) = — ‚ (96) 

y—Y 

ибо числитель и знаменатель непрерывны в точке (x, Ay*). 
Последнее вытекает из того, что у есть непрерывная функция 

от х при х=х; у есть непрерывная функция относительно 

хи Ay* при х=х и Лу*=Ау* (в силу теоремы о непрерывной 

зависимости решения от начальных данных); и и Y не выходят 
из области R, в которой функция |(х, У) непрерывна OTHOCH- 
тельно своих аргументов, а тогда (согласно теореме о непре- 
рывности сложной функции) f(x, у) непрерывна относительно х 

при х=х, a f(x, у) непрерывна относительно x и Ау* при х=х, 

Ay*=Ay*. 

2. В точке (x, Ay*) разность y—y равна нулю. В этом 
случае мы не можем, очевидно, воспользоваться формулой (96). 
Воспользуемся вторым представлением функции p(x, Ау*) 
[см. (94)]: 

p(x, Ay*) =f, [x, y+0(y—y)]. (97) 
Имеем 

p(x, Ay*) =f'y [x, y(x)]. (98) 

Если (x, Ay*)— (x, Ay*), то и y—y—>0, и вследствие предполо- 

д 
женнои непрерывности частной производнои or находим 

у 

Fy lx, y+ 0(y—y) 1- Ру [х, у], (99)
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p(x, Ay*)—>p(x, Ay*), (100) 
а это и означает, что функция p(x, Ay*) непрерывна в точке 

(x, Ду*). _ 
В частности, функция p(x, Ay*) непрерывна и при Ау*=0, 

причем 

p(x, 0) =Рь(х, и). (101) 
Так как уравнение (93) линейное и его коэффициент 

p(x, Ay*) непрерывно зависит от независимой переменной Xx 

при | х— № | = о TO HoT параметра Ay* при достаточно малом 

| Ay* | и, в частности, при Ау*=0, то оно имеет единственное 
решение 

и=и(х; х*, 1, Ау*), (102) 
удовлетворяющее начальным условиям (95) и содержащее Ду* 
в качестве параметра. Согласно теореме о непрерывной зави- 
симости решения от параметров для случая линейного урав- 
нения, это решение есть непрерывная функция от Ay* 
в точке. Ду* —=0. Вследствие этого существует предел функ- 

ЦИИ (88) при Лу*-0, а это и означает, что существует Эр 

Докажем теперь, что непрерывна относительно X и на- OF 
ду* 

чальных данных x*, y* в области (83), (84). Для этого заме- 
тим, что функция 

9 
= ay (103) 

является решением уравнения 

dU, 
Te Thy %, y)U (104) 

с начальными условиями 

U=1 при х=х*. (105) 

В этом легко убедиться, переходя к пределу в (93) и (95) при 
Ay*—>0. 

Уравнение (104) линейное, причем его коэффициент 
Г,(х, у) непрерывен относительно независимой переменной х 
и параметров х*, у* в области (83), (84) (почему?). Одно. из
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начальных данных решения (103) тоже зависит от параметра х* 
и притом непрерывно. Поэтому решение уравнения (104) с на- 
чальными условиями (105) непрерывно относительно х, х*, y* 
в той же области (83), (84), а так как этим решением как раз 

и является частная производная то она будет непре- 
у 

ду* ’ 
рывной функцией от независимой переменной х и начальных 
данных x*, у* в области (83), (84). 

Пользуясь формулой общего решения в форме Коши для 
однородного линейного уравнения, можно написать явное вы- 

ду 
ажение для р ду* 

ft [x ух; x*, у*]ах 

ame (106) 

откуда снова видим, что есть непрерывная функция от 
ду* 

x, x*, у* в указанной области. 

Можно доказать, что частная производная ——— является 
Ox* 

решением Toro же уравнения (104), но с другими начальными 
условиями, а именно: 

U=—f(x*, у*) при х=х*. (107) 

Следовательно, 
x 

f Fy (% yoes х*, yd 

ye = T(t, yew (108) 

Пример 5, Найти производные от решения уравнения 
/ 

, y’=y? (109) 

с начальными условиямн 

Y=Yo при Х=Х (Yo * 0) (110) 
ПО Хо И Yo. 

Решением задачи Коши (109)— (110) будет 

1 
у=— п (111) 

Хх — (+ —- 

Yo 

1 См.: Матвеев. Методы интегрирования, п. 134; Степанов, стр. 
301—302.
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Поэтому, пользуясь формулами (106) и (108), получаем 

ду Je (= | _ ] 

=—= — 2е хо 

mo (=) X— 1х — 
Yo 

oy Oy 
Эти же значения и мы найдем из (111). 

Уо OXo 

(112) 

Доказанная теорема распространяется на нормальную CH- 

стему п-го порядка Ти на уравнение п-го порядка, разрешенное 

относительно старшей производной. 

$ 3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО СУЩЕСТВОВАНИЯ ОБЩЕГО РЕШЕНИЯ 

11. Докажем, что при условиях теоремы Пикара существует 
общее решение. 

Пусть дано уравнение 

oY Fy y), 
ах _ 

(1) 

правая часть которого удовлетворяет условиям теоремы Пикара 

в прямоугольнике А: 

| х—ж | <a, |u—yo| <b (a>0, b>0). 
Тогда существует единственное решение. 

Y=Q(X, Xo, Yo), 

удовлетворяющее начальным УСЛОВИЯМ 

y=Yo при Х= хо. 

Рассмотрим область R 1: + 

х—ж | <<, ly—Yo| < . 
2 2 

(2) 

(5) 

1 См., например: Матвеев, пп. 134, 135; Степанов, стр. 298—307.
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Возьмем в этой области любую точку (Xo, Yo) и построим 

область R 4: 

— b [х—ж | <> [yy] <>. (6) 
Tak Kak лежит внутри А, то существует единственное 1 

2 

решение 

У=Ф(х, Xo, Yo), (7) 
удовлетворяющее начальным условиям 

у=у при X=Xo. (8) 
Теорема. /ри сделанных предположениях формула (7), 

где Yo рассматривается как произвольная постоянная, подчинен- 
ная условию 

— b | Yo-Yo] <5 (9) 

дает общее решение уравнения (1) в области D: 

h < b 
[хр ж| Ss | y— Yo] =, (10) 

содержащей внутри себя точку (хо, Yo). 
В самом деле, утверждение теоремы означает, что функ- 

ция (7) непрерывно дифференцируема относительно х и что 
она удовлетворяет двум условиям: 1) равенство (7) разрешимо 

в области D относительно произвольной постоянной Yo; 2) функ- 
ция (7) является решением уравнения (1) при соответствующих 

значениях Yo. 
Нам нужно проверить только выполнение первого условия. 
Возьмем любую точку (х*, y*) из области О и подставим 

ее в (7). Получим 

y*=@(Xx*, Xo, Yo). (11) 
Нужно доказать, что это уравнение разрешимо относительно 1. 

Для этого построим область Ю*,: 
4 

об у < | Sq, |979 | <. (12)
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Она содержится в области А:. Поэтому уравнение (1) имеет 
2 

единственное решение 

у=ф(х, х*, у*), (13) 

удовлетворяющее начальным условиям: 

y=y* при х=х*. (14) 

Это решение определено в интервале 

h 
| x—x* | = T (15) 

и не выходит при этих значениях х из области R*,. 
7a 

Так как хо удовлетворяет неравенству 

h 
| Xo—x* |= 1. (16) 

[ведь (x*, y*)C D!], To решение (13) определено и в точке 
X=Xo. Обозначим значение этого решения в точке х=ж 

через Yo: 

Yo=@(Xo, x*, y*). (17) 

Точка (Xo, Yo) принадлежит области R*, и тем самым обла- 
4 

сти Ка. 
2 

Построим теперь решение (7) именно с такими начальными 

данными Xo и Yo. Tak как решение (13) тоже удовлетворяет 

условиям (8) [ведь оно проходит через точку (Xo, Yo)!], то 
решения (7) и (13) совпадают, и, следовательно, решение (7) 
проходит через точку (х*, у*), т. е. 

у*—Фф(х*, хо, Yo). (18) 
Таким образом, уравнение (7), как показывают равенства 

(18) и (17), разрешимо относительно Yo. 
Следовательно, (7) есть общее решение уравнения (1) 

в области О. 
Из доказанной теоремы следует, что уравнение (1) при усло- 

виях теоремы Пикара имеет интеграл, определенный в окрест- 
ности начальной точки (Xo, Yo).
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Действительно, разрешая общее решение. (7) в области D 

относительно Yo, получаем 

/уи—=Ф(хо, x, У). (19) 

Функция ф(хо, х, у) и является интегралом уравнения (1). 
Если предположить дополнительно, что правая часть урав- 

нения (1) имеет непрерывную частную производную по у, то 
интеграл (Xo, x, у) будет иметь непрерывные частные произ- 
водные по х и у, ибо тогда решение (7) имеет непрерывные 

частные производные по начальным данным Xo, Yo. 
12. Теорема существования общего решения, доказанная 

выше для одного уравнения, распространяется` на нормальную 
систему п-го порядка и, следовательно, на уравнение п-го по- 
рядка, разрешенное относительно старшей производной. 

Пусть дана нормальная система 

а 

= n(x, U1, Ya, ..., Yn) (R=1, 2, coy п). (20) 

Предположим, что правые части этой системы удовлетво- 
ряют условиям теоремы Пикара в параллелепипеде К: 

|x—X0] <0, | Yx—y) | 6 (R=1, 2, ..., п). (21) 

Тогда она имеет единственное решение | 
— (0 (0 (0) — - Yr=Qr(X, Хо, YM, yD, ..., YM) (R=I, 2,-..., В), (22) 

удовлетворяющее начальным условиям 

И=У®, Yo=Y), ..., Уп=уУФ при X=—Xo. (23) 

Теорема. Совокупность п функций 

Ув==фь (Хх, Хо, y, y, sey y), (24) 

где величины у® рассматриваются как произвольные постоян- 

ные, подчиненные условиям 

— b 
| y—y® | <=> (A=1, 2,..., П), (25) 

дает общее решение системы (20) в области D: 

h — b 
| х— № | <= 4? | Yr—y) | <= 47 (k= |, 2, sty п), (26) 

содержащей внутри себя точку (Xo, y, y™, ..., yO).
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Из этой теоремы следует, что нормальная система (20) 
имеет п независимых интегралов, опоеделенных в окрестности 
начальной точки (Xo, y, YO, ..., y). 

Действительно, разрешая (24) относительно 

y (k=1, 2,..., п), 

получаем 

О фь (хо, х, ул, Yor ..., Yn) (R=1,2,..., п). (27) 

Функции Фь (хо, Хх, И, Yo, ..., Yn) и образуют совокупность п 
независимых интегралов системы (20). 

Если предположить дополнительно, что правые части систе- 
мы (20) имеют непрерывные частные производные по и1, 
Yo, ..., Yn, ТО эти интегралы будут непрерывно дифференцируе- 
мы относительно X, Yi, Yo, ..., Уп (почему?). 

$ 4. OCOBbIE ТОЧКИ 

13. Рассмотрим уравнение 

ау 

Всякую точку (Xo, Yo), в которой правая часть уравнения (1) 
определена и в некоторой окрестности которой выполнены оба 
условия теоремы Пикара для самого уравнения (1) или для 
перевернутого уравнения 

dy f(x, у)’ 

будем называть обыкновенной точкой дифференциального ypaB- 
нения (1). Всякую другую точку будем называть особой. 

Через обыкновенную точку (Xo, Yo) проходит одно, и только 
одно, решение у=у(х) уравнения (1) или решение х=\ф(и) 
уравнения (1’). 

Если точка (Xo, Yo) особая, то в общем случае нельзя гаран- 
тировать даже существование решений с начальными данными 
Xo, Yo, не говоря уже о единственности. 

Вопрос о расположении особых точек и поведении интеграль- 
ных кривых в окрестности особых точек есть один из основных 
вопросов качественной теории дифференциальных уравнений, 
в которой изучается геометрическая картина интегральных кри- 
вых, независимо от возможности проинтегрировать уравнение 
в конечном виде. 



$ 4. Особые точки 185 

Обычно изучают так называемые изолированные особые точ- 
ки, т. е. особые точки, в достаточно малой окрестности которых 
нет других особых точек. 

Наиболее важным типом особых точек является точка не- 
0 

определенности типа 0. Это такая точка (Xo, Yo), в которей 

правая часть уравнения (1) обращается в неопределенность 

вида ~~ Например, для уравнения 

dy Y (x, y) ie Xen (2) ах X(x,y) 

всякая точка (Xo, Yo), в которой Х и У одновременно обра- 
щаются в нуль, будет особой точкой такого типа. 

В частности, уравнение с однородной дробно-ли- 
нейной правой частью 

dy — ax+by (3) 

dx сх ау’ 

где a, 6, с и 4 — постоянные вещественные числа, причем 
а4—6с==0 имеет единственную изолированную особую точку 

Q , . 
типа —. Этой точкой будет начало координат х=0, у=0. 

9 
14. Для нормальной системы п-го порядка 

dy 
ie 22) 2...) 

понятия обыкновенной и особой точек вводятся аналогично 

случаю одного уравнения (1). Кроме того, для автономной 
системы 

ДхХь 
dt = Xp (%1, X2,; ...у Xn) (k=1, 2, sey п), (5) 

где Г — время, а Хи, X2, ..., Xn — координаты точки в фазовом 
пространстве (хи, х2, ..., Xn), представляет интерес рассмотре- 
ние точек, в которых правые части этой системы одновременно 
обращаются в нуль. Такие точки называются точками равно- 
весия (покоя) системы (5). Исследование поведения траекторий 
системы (5) в окрестности точек равновесия является одной из 
основных задач качественной теории дифференциальных ypae- 
нений. При этом обычно предполагают, что в окрестности точки 
равновесия выполняются условия теоремы Пикара (или другой 
теоремы существования и единственности), и точку равно- 
весия называют особой точкой системы (5).
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Например, для системы 

— =cx-dy, Y a art by (ad—bc0) (6) 

сдинственной точкой равновесия является точка х=0, у=0. 
Заметим, что она является особой точкой уравнения (3), соот- 
ветствующего системе (6). Точку х=0, у=0 называют в ка- 
чественной теории дифференциальных урав- 
нений особой точкой системы (6). 

15. Рассмотрим уравнение (3). Исследуем вопрос о возмож- 
ном поведении интегральных кривых уравнения (3) в окрестно- 
сти особой точки х=0, у=0 в зависимости от коэффициентов 
a, b, си d. 

Для этого уравнение (3) при помощи неособенного линей- 
ного преобразования 

Е—=ах-+ Ву; n=yx+dy, (7) 

где a, В, уи 6 — вещественные числа, причем ad—Py=0 при- 
водят к некоторым простейшим формам. Вид этих форм зависит 
от характера корней уравнения 

| —=0, ‚ (8) 

которое называется характеристическим уравнением для урав- 
нения (3), а его корни — характеристическими числами урав- 
нения (3). 

Пуанкаре показал, что возможны следующие случаи, каж- 
дому из которых отвечает свое расположение интегральных 
кривых в окрестности особой точки. 

Если корни характеристического уравнения Ay и Ag различны, 
то уравнение (3) приводится к виду 

dy Aan 
= -—. 9 
dé Ag (9) 

При этом различают четыре случая. 
1. ми А. — вещественны и одного знака. Пусть 

>>А>2>>0. Тогда интегральными кривыми уравнения (9) будут 

м 

n=ClE|* (€40); §=0 (1520). (10) 
Все они примыкают к особой точке E=O0, ц=0, причем иите- 
гральные кривые
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А 

n=Cl|E|* (E40) (11) 
примыкают к точке &=0, n=O, касаясь в ней оси OE, ибо 

HO при &—>0 (12) 

(почему?). Полуоси оси On: &=0 (1520) примыкают к особой 
точке &—=0, n=O со своим направлением касательной. Особая 
точка &—=0, n==0 такого типа называется узлом (рис. 44). Tak 

7 | 

9 

—. OW _. 
SNF 

Puc. 44. Puc. 45. 

как в окрестности особой точки х=0, у=0О уравнения (3) 
вследствие неособенности линейного преобразования (7) 
мы будем иметь ту же качественную картину рас- 
положения интегральных кривых, то эта особая точка назы- 
вается также узлом. 

2. ми »— вещественны и противоположных 
знаков. Тогда к особой точке &=0, n=O примыкает только 
конечное число интегральных кривых, а именно четыре: 

n=0 (§&40); Е=0 (1520). (13) 

Всякая другая интегральная кривая обладает тем свойством, 
что при #—0 точка (Е, 9), лежащая на ней, сначала прибли- 
жается к особой точке &=0, n=O, а затем начинает удаляться 
от нее. Особая точка &=0, n=O такого типа называется сед- 
лом (рис. 45). В этом случае особая точка х=0, у=0 также 
называется седлом.
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3. ми №» — комплексные: W=ptig, №=р—19. Тогда 
уравнение (9) будет комплексным: 

а _ (p+iq)y 
— = 14 
4  (р—19) (14) 

Коэффициенты преобразования (7) можно выбрать так, что оно 
примет вид Ч ° 

E=ax+py; n=ax+By, (15) 
где я и В — комплексные числа, сопряженные с числами a и В 

(почему?). Тогда |=, Полагая 

E=u+iv; y=u—iv, (16) 

глеиио— вещественные переменные, получим 

dv U—qu 
Р-Я (17) 
du pu+qu 

(почему?). Интегрируя последнее, находим 

— Parctg % 
Yuetuvt=Ce ч и. (18) 

Переходя к полярным координатам по формулам 

—=rcosg, v=rsing, (19) 

получаем 

_Ро 
r=Ce 4 (20) 

Это — логарифмические спирали на плоскости (и, 9). В этом 
случае все интегральные кривые уравнения (17) примыкают 
к особой точке и=0, о=0 при ф>- о, если р9>0, и при 
ф—>— со, если р9<0 (рис. 46), но не имеют в ней определенного 
направления. Все интегральные кривые обходят бесконечное 
число раз особую точку и=0, v=0 в одном и TOM же направ- 
лении, асимптотически приближаясь к ней. Та же качественная 
картина будет иметь место и в окрестности точки х=0, у=0. 
Особая точка такого типа называется фокусом. 

4. м и № — чисто мнимые: M=—ig, Ae—=—ig. Здесь 
вместо уравнения (17) получим 

du и
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Интегральными кривыми будут окружности 

и2-- 92 — C2 (22) 

с центром в особой точке и=0, v=O (рис. 47), а интеграль- 
ными кривыми уравнения (3) — эллипсы с центром в точке 
x=0, у=0. В этом случае особая точка называется центром. 

Если корни характеристического уравнения кратные, то урав- 
нение (3), вообще говоря, не приводится к виду (9). Различают 
два случая. 

Рис. 46. Рис. 47, 

1. Уравнение (3) при помощи подстановки 

b—c + бу; gay (23) 
приводится к уравнению вида 

а _ E+An 
—— = 24 
dé ME (24) 

b+c 
ГДе Ay=Ao= —. Интегральными кривыми будут 

| n=E(C+5-In]e|) (50); Е=0 (N40). — (25) 
Все они примыкают к особой точке &=0, n=O, касаясь в ней 
оси On (рис. 48) (почему?), так что все интегральные кривые 
примыкают к особой точке с одним и тем же направле- 
нием касательной. Особая точка такого типа называется вы- 
рожденным узлом.
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2. Уравнение (3) имеет вид 

dy y 
dey (26) 

Интегральными кривыми будут: 7 

y=Cx (x0); x=0 (yO). (27) 

Все OHH примыкают к особой точке х=0, у=0, причем 
каждая из них имеет свое направление касательной в этой 

LL: 
ff 9 

Puc. 48. Puc. 49. 

течке (рис. 49). Особая точка такого типа называется дикри- 
тическим узлом. 

Для автономной системы (6), соответствующей уравне- 
нию (3), точка равновесия (покоя) х=0, у=0О называется 
узлом, седлом, фокусом или центром, еели для уравнения (3) 
точка х=0, у=0 является соответственно узлом, седлом, фо- 
кусом или центром. При этом точка равновесия системы (6) 
называется устойчивой или неустойчивой в зависимости от того, 
будет нулевое решение системы (6) устойчивым или нет. 
Центр всегда является устойчивой особой точкой (но 
не асимптотически), седло неустойчиво, а узел и фо- 
кус либо асимптотически устойчивы, либо абсолютно неустой- 
чивы (почему?). 

Пример 1. Определить тип особой точки х=0, у=0 для уравнения 

dy _ у (28) 
ах х-у 
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Характеристическое уравнение 

I-A -1 

2 --А 

| > (29) 

имеет чисто мнимые корни Ayo=ti. Особая точка x=0, у=О есть центр. 

Для соответствующей автономной системы 

4 5 (30) ху Ш = 
dt и dt 4 

начало координат будет точкой равновесия типа центр. 

16. Вопрос о типе особой точки х=0, y=O0 для уравнения 

4у _ ax+by+9(x, у) 
ах сх ау-+-(х, у) 

где ф(0, 0) =4(0, 0) =0, в некоторых случаях может решаться 
по укороченному уравнению (3): 

ау _ ах бу 

ах сх ау’ 

Оказывается, что если ф и ф имеют непрерывные частные произ- 
водные в окрестности точки х=0, у=0, и 

и |ф=| Е Фу! +] px} +] Фу 

|х |+ |у| —>0 (ЕТУ 

=0 (a>0), (32) 

то точка х=0, у=0 будет для уравнения (31) особой точкой 
того же типа, что и для уравнения (3), если только для послед- 
него уравнения она не является центром. 

Если же для укороченного уравнения (3) особая точка 
х=0, у=0 является центром, то для полного уравнения (31) 
она не обязательно будет центром. 

Пуанкаре и Ляпунов показали, что для уравнения 

dy __ —x+Q (x, у) 

4х y+P(x,y) ’ (33) 
ede Ри Ч — полиномы, не содержащие свободных и линейных 
членов, или функции, разложения которых в ряды по степеням 
х и у начинаются членами не ниже второго измерения, особая 
точка х=0, у=0 может быть (в зависимости от выбора Ри О) 
как центром, так и фокусом, в то время как для укороченного 
уравнения
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= (34) 

точка х=0, у=0 будет особой точкой типа центр. 
В связи с этим возникает проблема установления аналити- 

ческого критерия для отличия центра от фокуса. Эта проблема 
называется проблемой центра и фокуса. 

$5. ТЕОРЕМА КОШИ О СУЩЕСТВОВАНИИ И ЕДИНСТВЕННОСТИ 

ГОЛОМОРФНОГО РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОШИ 

17. Решение задачи Коши, доставляемое теоремой Пикара, 
непрерывно и дифференцируемо в окрестности 
|x—Xo| <A начального значения Xo независимой переменной х. 
В этом параграфе будет (при дополнительном условии) дока- 
зано существование решения задачи Коши, представимого 
в некоторой окрестности |х—% | <р точки х=Х в виде сте- 
пенного ряда по степеням разности х—^хо. Такое решение назы- 
вается голоморфным в указанной области. 

Вообще функция f(x) называется голоморфной в окрест- 
ности |х—Х| <р точки х=х, если она представима в этой 
окрестности степенным рядом по степеням разности х— хо, т. е. 

foe] 

Ко = >? an(x—xo)*, (1) 
k==0 

где ряд справа сходится при | x—xXo| <. 
Аналогично определяется голоморфная функция п независи- 

мых переменных. Функция [(%1, Xe, ..., Xn) называется голо- 
морфной функцией в окрестности 

HP] Spt |5 | ры vss || ра (2) 
точки х==Х®, Х— x0), Ley Xn = XO, если 

co 

I (%1, 2, sees Xn) — » ny Ma, 22.5 My, (аж X 
ту, т2..., m,=0 

x (X2—x0)) ma _.. (х„—х®)т», (3) 

где ряд справа сходится в области (2).
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1 
Пример 1. Функции 7 In (1+), (1+х)” голоморфны в окрестности 

|x| <! точки х=0, ибо для них имеют место известные разложения: 

= 1 Ах... +х"+..., 
1-х 

In (1-х) ы + ы х 1 = n xX) =X— — + — — — +... + (1) "7 + ..., 
2 3 4 (—}) n 

m(m—1) (4) 
(l+x)™=1l+mx+ 5 ха... +. 

m(m—l1) ... [m—(n—-1)] 
"-+..., 

п! ] 

причем ряды справа сходятся при |x| <1. 

Пример 2. Функция (и является голоморфной функцией 

в окрестности |х| <1, |y| <1 точки х=0, у=0, ибо 

ит: Хи" № 6) = xR ут = xe ут, 

У mo h, m=0 

причем ряд справа сходится в области |x| <1, |У| <I. 
Функция f(x) называется целой, если она голоморфна в окрестности 

[х—х| <-+ сю любой точки x=Xo, т. е. [(х) представима в виде 

f (x)= У ав (х— Хо) *, (6) 
k=0 

причем за хо можно взять любое число, и ряд справа сходится при всех х. 
Пример 3. Полином от х является, очевидно, целой функцией от Xx. 

Функции e*, sin x, CoS х также являются целыми, ибо они разлагаются в ряды 
по степеням X—Xo (Xo — любое число), сходящиеся при всех значениях X. 
В частности, при х›=0 имеем разложения: 

2 п 

ех = +х+ —+...+—+..., 
2! n! 

x3 х5 х2т +1 

sin x¥=x— —- + —-—...+(-1)” +..., 7 
3! 5! (В (2n+1)! (7) 

x? ХА xan 

cos x=1— +——...+(-1)” +..., 
2! 4! (2n)! 

причем ряды справа сходятся при всех x. 

Для всякой голоморфной функции существует Tak называе- 
мая мажоранта, т. е. функция, представимая степенным рядом 
с положительными ‘коэффициентами, превосходящими 
абсолютные величины коэффициентов разложения данной функ-
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ции. Пусть [(х) голоморфна в окрестности |х | <p точки х=0, 
т. е. имеет место разложение 

F(x) = У ах (|x| <p). (8) 

Тогда ее мажоранта имеет вид 

F(x) = У Ах, (9) 
где Ак >0и 

| dy | <Аь, (10) 
‘причем ряд справа в (9) сходится в некоторой окрестности 
точки х=0. 

В качестве мажоранты всегда можно взять 

foe] 

Fi(x)= М | an | 2 (11) 
k=0 

(почему?). Но существует и более удобная для приложений 
мажоранта в виде элементарной функции. Чтобы по- 
строить такую мажоранту, возьмем число р’, О<р’<р и рас- 
смотрим ряд | 

foe] 

У | ак | p’”. (12) 
k=0 

Этот ряд сходится (почему?). Обозначив его сумму через М: 

> | an | “= М, (13) 
h=0 

найдем 

| an | р*—< М, (14) 
откуда 

М 
| ар | = ов НЕА» (15) 

Построим ряд с коэффициентами А»: 

Ф(х) = » =. xh, (16) 
h=0 
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Этот ряд имет положительные коэффициенты. Так как 

М . в М 
Th ю=м У (=) = при |x| <р’,. (17) 

oo 

р 
k=0 

A 

р 

то ряд (16) сходится при |х| <p’, и в силу (15) его сумма 

o(x) = (18) 
l— —, 

р 

является мажорантой для f(x). 
Элементарной мажорантой для функции нескольких перс- 

менных 
со 

(я, Xo, ..., Xn) = > Я тт, т xx ... Хип, -(1 9) 

где ряд справа сходится в области 

| № | < 4, | X2 | <>, sty Xn | <Pn, (20). 

например, будет 

М 
DM (X14, хо, ..., Xn) = ‚ (21) 

x4 Хо Xn (20-8) 2) р: P2 Pn 

где |Xx|<p,, причем O<p),<px (R= 1, 2, ..., п), а М — сум- 
ма ряда 

| Gama отр В бе ++ Ри”. (22) 
т, Me, ..., mM, 

18. Пусть дано уравнение 

dy 

и поставлены начальные условия: 

Y=Yo при x=—Xo. (24) 

Теорема Коши. Если правая часть уравнения (23) 
голоморфна в окрестности начальной точки (хо, Yo), а именно
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\ oo 

f(x, у) = У Amn (Х— Хо) т (уУ— Чо)”, (25) 

т, п=0 

причем ряд справа сходится в области 

[х—ж| <p, | y—Yo| <, (26) 
TO существует единственное решение 

и=у(х) | (27) 
уравнения (23), удовлетворяющее начальным условиям (24), и 
голоморфное в окрестности начального значения независимой 
переменной, т. е. решение (27) представимо в виде 

foe] 

y= >) ca(x—x0)", (28) 
k=0 

где ряд справа сходится в области 
/ 

| x—xo | <р:<р, pi=p’( l—e 2M ), (29) 

причем 0<р’<р, O<r’<r, a М-— некоторое положительное 
число. 

Доказательство. Заметим прежде всего, что сущест- 
вование и единственность решения задачи Коши (23)— (24) 
следует уже из теоремы Пикара, оба условия которой при 
выполнении условия теоремы. Коши заведомо выполнены (по- 
чему?). Кроме того, решение (27) имеет непрерывную произ- 
водную любого порядка (почему?). Оказывается, что при сде- 
ланном предположении относительно голоморфности правой 
части уравнения (23) решение задачи Коши (23) — (24) He толь- 
ко имеет непрерывную производную любого порядка, но 
и голоморфно в некоторой окрестности начального зна- 
чения независимой переменной. В этом состоит основное содер- 
жание теоремы Коши. 

Прежде чем излагать доказательство теоремы Коши, сдела- 
ем одно упрощение; а именно, будем считать начальные данные 
нулевыми: хо=0, Yo=O0, что, конечно, не умаляет общности, 
ибо это всегда можно добиться очевидной заменой переменных: 

E=x—Xo, N=Y—Yo: (30) 
Итак, пусть дано уравнение 

dy = y) (31)
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И поставлены начальные условия 

у=0 при х=0. (32) 

Докажем, что если 

ix, у) = У AmnX™Y”, (33) 
m, n=0 

причем ряд справа сходится в области 

ix}<p, [9| <, (34) 
то уравнение (31) имеет единственное решение 

y=y (x) (35) 
с начальными условиями (32), и это решение представимо 
в окрестности точки х=0 в виде 

fe @) 

y= У Crxk, (36) 

k=0 

где ряд справа сходится в области 

| x |<pi<o. (37) 
Разобьем доказательство: на две части. Сначала докажем 

существование формального решения вида (36), т: е. покажем, 
что коэффициенты Ch можно определить (и притом единствен- 
ным образом) так, что ряд (36) формально удовлетворяет 
уравнению (31), т. е. обращает его в тождество, если. считать, 
что операции почленного дифференцирования ряда (36) и под- 
становки его в ряд (33), которые при этом придется выполнять; 
законны. Затем докажем, что ряд (36) сходится, а тогда его 
можно почленно дифференцировать и подставлять в уравне- 
ние (31). Следовательно, он является не только формальным, 
но и истинным решением уравнения (31). 

1. Найдем. формальное решение вида (36) методом неопре- 
деленных коэффициентов, т. е. подставляя ряд (36) в уравне- 
ние (31) и приравнивая коэффициенты при одинаковых степе- 
нях X в левой и правой частях полученного равенства. 

Подставляя ряд (36) в уравнение (31) и заменяя при этом 
правую часть разложением (33), получим 

= kext i= У пит ( = cnx) , (38) 
—14 =1 т, n=0
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Приравняем коэффициенты при одинаковых степенях Хх 
в левой и правой частях этого равенства, расположив правую 
часть в виде ряда по степеням х. 

Свободные члены нолучаются слева при =1, а справа при 
m=—n=0(. Приравнивая их, находим 

|. Cy= Apo. (39) 

Чтобы найти коэффициенты при первой степени х, нужно 
положить слева А=2. В правой части получим два члена, 
содержащие х в первой степени: при т==1, n=O, что дает алох, 

oO 

и при т=0, n=1, если в ряде » сих удержать член, содер- 
А—1 

жащий первую степень х, в результате чего получим Aoicix. 
Поэтому, приравнивая в (38) коэффициенты при первой сте- 
пени х, найдем 

2. 62= Qy9-+ AoiC4. (40) 

Приравнивая коэффициенты при x2, будем иметь 

3 + С3== ао  @лас1-Е Ao2C? + AoiCe (41) 
ит. д. 

Приравнивая коэффициенты при х*-1, получим 

Е + ск — Ри (аль, Ci, Ca, ..., Ch). (42) 

Здесь Pry естъ полином относительно своих аргументов, 
т. е. относительно некоторых коэффициентов разложения пра- 
вой части уравнения (31) и относительно су, Co, ..., Ск, причем 
коэффициенты этого полинома суть целые положительные 
числа, ибо, собирая в правой части равенства (38) коэффициен- 
ты при одной и той же степени х, приходится выполнять только 
операции сложения, умножения и возведения в степень. Напри- 
мер, оба коэффициента полинома Р!= 1, @1с1 равны единице. 

Из равенства (42) находим 

Ph-4 
р 

Так как Cy уже найден, с1=@,, то, пользуясь формулой (43), 
определим последовательно все другие коэффициенты ряда (36). 
Получим 

(43) Ск — 

Py Ayo tannic, A149 +A914Ag0 “) 
Сэ — —— — —- , 

о 2 2 

Ps 1 а1о-- A01Q00 | (44) 
b= — = =| A29-+-A11A00-+ A204, + Aor о
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ск =Юк (аль), | (45) 

где А; есть полином от своих аргументов с положи- 
тельными коэффициентами. | 

Таким образом, все коэффициенты ряда (36) определяются 
единственным образом, и, следовательно, уравнение (31) может 
иметь только одно голоморфное решение с заданными началь- 
ными данными. (Впрочем, это следует уже из единственности 
решения задачи Коши, обеспеченной теоремой Пикара.) 

2. Докажем’ теперь сходимость ряда (36). 
Для этого построим заведомо сходящийся ряд, который был 

бы мажорантным для ряда (36). С этой целью возьмем 
мажоранту для правой части данного уравнения (31) в виде 

М 

= 
(1*1 <6 у] <и; O0<p’<p, 0<и< к; 

foe] 

МХ | dann | or (46) 
m, n= 

и построим вспомогательное уравнение 

= (47) 

которое называется мажорантным уравнением для уравне- 
ния (31). Правая часть уравнения (47) голоморфна в окрест- 
ности |х| < р’, |У| <!’ точки х=0, Y=O. Ее разложение по 
стененям х и У имеет вид - 

(=) (1-2) = 2M) Ce) = 

"ом =D) Finnie VF] <P [YS 8 
т, n=0 

причем 
М 

| Я тли | = —— == Ат». (49) 
pm
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Будем искать решение мажорантного уравнения (47) с теми 
же начальными условиями, что и искомое решение данного 
уравнения (31), т. е. 

Y=O при х=0. (50) 

Такое решение существует и единственно (почему?). Найдем 
его. 

Интегрируя уравнение (47), получаем 

r’ Y \2 № * 
и) —— М, — — С. ol ~(1 >) Mo in( 1 oF + (51) 

Полагая х=0, Y=O, найдем 
r’ 

C=— —. 
2 

Подставляя это значение С в (51) и умножая обе части 

Ha — Y? получим 

у ) __ 2Мр’ ( x 
(1— 7) = -In\ 1 oF +1. (52) 

Разрешим это уравнение относительно У: 

ау ш(1-^). (53) 
г r o’/ 

Из двух знаков перед корнем мы можем в силу начальных 
условий (50) взять только знак плюс. Выбрав этот знак, полу- 
чим искомое решение уравнения (47) в виде 

yar (1—Yi4 = "(1-5 )). (54) 
r’ 

Покажем, что это решение голоморфно в некоторой 
окрестности точки х=0. Действительно, положим 

a= 2 Ме In( i-~). (55) 
r р 

1 

Функция Yl+a, будучи равной (1-)?, разлагается в би- 
номиальный ряд по степеням о, сходящийся при | и |<1. В свою 
очередь © разлагается в ряд по степеням х, сходящийся при 

x 8 
|. / — —_ | x | <p’, так как In (1 ) разлагается в логарифмический
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X 

4 
сходящийся при <!. Следова- /? 

x 
ряд mo степеням — — 

О 
тельно, решение (54) разложимо в ряд по степеням х 

оо 

y= Усы, (56) 
k=1 

сходящийся при всех значениях X, для которых выполняются 
одновременно оба неравенства 

М / 

Ри п(1-^ | <1, (57) 
r р 

Определим область сходимости ряда (56). При этом мы 
можем ограничиться рассмотрением только положитель- 
ных значений х, удовлетворяющих неравенствам (57), ибо 
если известно, что ряд по степеням х сходится при х=хо=0, 
то он абсолютно сходится и при всяком значении х, удовлетво-. 
ряющим неравенству |x| < | Xo]. 

Итак, будем считать, что 0<х< р’. Тогда второе из Hepa- 
венств (57) примет вид 

[*|<e’, 

2M’ x ~~? in(i-4) <1 (58) 
Г О 

(почему?). Решая его относительно х, находим 

‘п (1. >Я 1 >е 2, 59 
р’ 2M 0’ р’ ( ) 

откуда 

о (1е- 2Мр’ (60) 

Следовательно, ряд (56) сходится при 

| x | (ет), (61) 

Докажем, что этот ряд является мажорантным для 
ряда (36). В самом деле, мы могли бы находить коэффициен- 

ты Ch ряда (56) методом неопределенных коэффициентов, под- 
ставляя (56) в (47). При этом мы получили бы, что 

ск =» (Аль), (62)
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где К, TOT же полином, что ив (45), а Ал, — коэффициенгы 
разложения правой части мажорантного уравнения (47). 

Сравнивая формулы (45) и (62), видим, что 

| cn | <n. (63) 
В самом деле, так как функции Ry есть полиномы с по- 
ложительными коэффициентами от своих аргумен- 

тов, TO коэффициенты ск положительны и в силу неравенства 
(49) превосходят абсолютные величины коэффициентов с». Из 
неравенств (63) следует, что ряд (56) является мажорантным 
рядом для ряда (36). Поэтому ряд (36) сходится по крайней 
мере в области (61). 

Изложенный выше метод доказательства сходимости ряда 
(36) при помощи построения мажорантного ряда (56) принад- 
лежит Коши и называется методом мажорантных рядов. Для 
построения мажорантного ряда использовано мажорантное диф- 
ференциальное уравнение. При этом мажоранта выбрана таким 
образом, что мажорантное дифференциальное уравнение инте- 
грируется в элементарных функциях и имеет решение, удовле- 
творяющее тем же начальным условиям, что и искомое решение 
и голоморфное в окрестности начального значения независимой 
переменной. Это решение и является мажорантой для 
искомого решения. 

В первой части доказательства при построении формальнога 
решения (36) мы находили коэффициенты с» методом неопре- 
деленных коэффициентов. На практике вычисления, связанные 
с этим методом, могут представить затруднения. Укажем другой 
метод нахождения коэффициентов Cp, основанный Ha представ- 
лении искомого решения в виде ряда Тэйлора. 

Так как решение (35) разлагается в степенной ряд (36), 
а всякий степенной ряд (внутри промежутка сходимости) есть 
ряд Тэйлора для его суммы, то мы можем записать это решение 
в виде ряда Тэйлора: 

vO, (0) 
у=у(0) и’ (бух хе м ..., (64) 

где в силу начальных условий (32) имеем у(0) =0. 
Выразим y’(0), у” (0), ... через значения правой части урав- 

нения (31) и ее производные в начальной точке х=0, у==0. 
Подставляя решение (64) в уравнение (31), получаем тож- 

дество 

y’ (x) =F [x, у(х)]. (65)
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Полагая здесь х=0 и принимая во внимание, что иу(0) =0, 
находим 

y’ (0) =f(0, 0). (66) 
Продифференцируем обе части уравнения (31) по х, считая, 
что и есть решение (64). Получим | 

y”=fatty у, (67) 
откуда 

у" (0) =f x(0, 0)+fy(0, 0) ГО, 0). (68) 

Продолжая этот процесс, найдем все коэффициенты ряда (64). 
Решение (27) уравнения (23) с начальными условиями (24) 

можно записать в виде 

он о) к + SIP) (esa) + 

И (ema) (69) 
Здесь y’(X0)=[ (x0, Yo), а значения остальных производных 
в точке х=хХо находятся, как и выше, при помощи последова- 
тельного дифференцироваквия обеих частей уравнения (23). 

Указанный метод нахождения коэффициентов Cp не требует 
выполнения фактического разложения правой части урав- 
нения (23) в степенной ряд и особенно удобен, если надо найти 
только несколько первых членов искомого решения. 

Пример 4. Найти четыре первых члена разложения решения уравнения 

= ху? (70) 
с начальными условиями 

у=0 при х=0 (71) 
в ряд по степеням х. 

Имеем 
и (kh) 

y=y’(0) x+ a ха... + 7 и х-+... (72) 

Из уравнения (70) находим и’(0) =0. Дифференцируя обе части уравне- 
ния (70), получим: 

иле, | 03 
y= 2+ 24? 2у-у", 

откуда y”(0)=0, у”’(0) =2. Поэтому 

2 
= Е x3, (74)
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Пример 5. Найти первые три члена разложения решения уравнения 

ух? — у? (75) 
с начальными условиями 

у=2 при x=1 (76) 

в ряд по степеням (x—1). 
Имеем 

и (Rk) 

y=2+y'(1) (x-1) + 4 (x—1)?4+... oe (x—1)*4+... (77) 

Из уравнения (75) находим: и’(1) =-3, y”=2x—2y-y’, y”(1)=14. Следо- 
вательно, 

у=2—3(х—1) +7(х—1)*. (78) 

Интервал голоморфности решения, доставляемого теоремой 
Коши, в общем случае меньше интервала сходимости правой 
части уравнения относительно независимой переменной (pi<cp). 
Это может иметь место даже в тех случаях, когда правая часть 
уравнения (23) есть целая функция относительно X HY. 

Пример 6. Рассмотрим уравнение 

у =у? (79) 
н поставим начальные условия: 

y=1 при х=0. (80) 

Здесь правая часть, очевидно, голоморфна относительно х и у в любой 
окрестности начальной точки х=0, у=1. Искомым решением будет 

| 
— 81 у о (81) 

Так как 

| 
== >> прин |x| <i, (82) 

h=0 

то решение (81) голоморфно лишь в окрестности |x| <1 точки х=0. 
Заметим, что решение (81) определено ни непрерывно дифференцируемо 

в более широкой области, а именно в интервале (—oo, 1). Но ono пред- 
ставимо степенным рядом (82) (т. е. его значение равно сумме 
степенного ряда) только для х, удовлетворяющих неравенству |x| <. 

Для линейного уравнения интервал голоморфности решения 
не меньше интервала голоморфности правой части уравнения 
относительно независимой переменной. 

Теорема. Если в линейном уравнении 

y’ +p (x) y=q (x) (83) 
функции p(x) и q(x) голоморфны в окрестности | x—xo| <p 
TOUKU X=Xo, Т. е.
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go 

p(x) = 3S prlx—m)" g(x) = Хаким), (84) 
kh=0 

причем ряды справа сходятся в области | х—хо| <p, TO какое бы 
число Yo ни взять, существует единственное решение 

у=у(х), (85) 

удовлетворяющее начальным условиям 

Y=Yo при x=Xo, (86) 

и голоморфное по крайней мере в окрестности | х—хо | <p точки 
Х—Х№, Т.е. 

y=yot >) ск), (87) 
k=1 

где ряд справа сходится no крайней мере в области | x—xo| <p. 
Справедливость этой теоремы непосредственно следует из 

известного вида решения задачи Коши (83) — (86): 

х x x 

— Г р(хах f f p(x)dx 

и—е * Yot 4 g(x) ex ах (88) 
Хо 

(почему?). 

Пример 7. Найти радиус сходимости биномиального ряда 

m(m—1) 
(l+x)™=1l4+mx+ 5 х... + 

m(m—l1)...[m—(n—-1)] 
+ x74 ..., (89) 

п! 

рассматривая функцию y=(1+x)™ как решение соответствующей задачи 
Коши для некоторого однородного линейного уравнения, голоморфное 
в окрестности точки x=0. 

Возьмем уравнение 
у-р(х)у=0 (90) 

и выберем p(X) так, чтобы функция у= (1-+х)" была решением этого урав- 
нения. Имеем 

m(1+x)™-!+p(x) (1+х)"=0, (91) 
откуда 

p(x)=— (92) 
1+<x 

Следовательно, искомым однородным линейным уравнением будет 

re и=0. 93 у lax! (93)



206 Гл. У. Теоремы существования 

Функция у=(1+х)” обращается в единицу при х=0. Следовательно, она 
представляет собой решение уравнения (93), удовлетворяющее начальным 
условиям: 

у=1 при х=0. (94) 

Разыскивая это решение в виде ряда по степеням х, в силу единственности 
голоморфного решения задачи Коши (93)— (94) снова получим ряд (89), 
который, согласно теореме Коши, заведомо сходится при |х|<1, ибо 

т 
функция — : голоморфна в окрестности |х|<1 точки х=0. 

+x | 
Таким образом, биномиальный ряд (89) заведомо сходится в области 

[|x| <1. Если т есть целое положительное число, то этот ряд, вырождаясь 
в полином, очевидно, сходится при всех x. Но при m=—1 биномиальный 
ряд обращается в прогрессию, сходящуюся лишь при |х| <1. Следовательно, 
радиус сходимости биномиального ряда (89) равен единице. 

Как и в рассмотренном примере, дифференциальные уравнения могут 
быть с успехом использованы для разложения функций в степенные ряды. 
При этом не только определение (оценка) радиуса сходимости, но и само 
пахождение коэффициентов степенного ряда может оказаться более легким, 
чем их непосредственное вычисление. 

19. Доказанная выше теорема Коши распространяется на 
нормальную систему п-го порядка. 

Пусть дана система 

d 
— =fn(X, Yt, Yo ..., Yn) (R=, 2,..., 2) (95) 

и поставлены начальные условия: 

y=y, Yo=y), +9 Yn =y) при Х — №0. (96) 

Теорема.! Если правые части системы (95) голоморфны 
в окрестности 

\X— о | <0; | Yr—y | <r (R= l, 2, ...у п) (97) 

начальной точки (Xo, y, y, ...) y)), Т. е. 

% (R) 
x, , уу п) — a 

fa ( и Y2 у ) m,m > m mime... Ту 1 x 

ет 

Х (х— хо) ™ (Yr) "а... (Уп) tt (98) 
(k=1, 2,..., п), 

причем ряды справа сходятся в области (97), то система (95) 
имеет единственное решение 

1 Доказательство этой теоремы для п=2 см., например, в кн.: Матвеев. 
Методы интегрирования, п. 147. В общем случае доказательство проводится 
аналогично.
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И=1(х), Yo==Yo(X), ..., Yn=Yn(X), (99) 

удовлетворяющее начальным условиям (96) и голоморфное 
в окрестности 

| x—x0| <р:<р (100) 

точки Хх— №, Т.е. 

= У а-я)" (#=1, 2,-2.5), (100 
т—1 

где ряды справа сходятся в области (100). 
На практике вычисление коэффициентов рядов (101), так же 

как и в случае одного уравнения, удобнее производить, запи- 
сывая эти ряды в виде рядов Тэйлора и используя уравнения 
данной системы (95). 

20. В случае линейной системы, так же как и в случае 
одного Линейного уравнения, при постановке задачи Коши 
начальные значения искомых функций можно задавать любыми 
и интервал голоморфности решения не меньше интервала голо- 
морфности правых частей системы относительно независимой 
переменной. 

Пусть дана линейная система 

oh = У puloyart ees (R=1,2,..., 0), (102) 
где коэффициенты ры(х) и функции fe(X) голоморфны в окрест- 
ности | Х—% | <р точки X=—Xo: 

ры (Хх) => a, D(x—X0)™, fr(x) =» al?) (х—хо)т 

m=0 m=0 

[|x—xo|<p (Е, 1=1, 2, ..., п)]. (103) 

Теорема. Шри сделанном предположении система (102) 
имеет единственное решение 

Yi=Y1(X), у2=2(Х),..., Yn=Yn(X), (104) 

удовлетворяющее начальным условиям: 

Yr=Y, Yo=y, ..., Уп=У® при x=Xo, (105) 

где y, YO, ..., y — любые заданные числа. Это решение 

будет голоморфно по крайней мере в окрестности 
TOUKU Х= Ху, Т. e. 

х—х| <p



208- Гл. У. Теоремы существования 

о Мою (x—x0)* (=... п), (106) 
m=1 

где ряды справа сходятся по крайней мере в области | хх |<. 
Доказательство этой теоремы проводится так же, как и 

в общем случае.1 Но здесь удается выбрать более хорошую, 
а именно линейную (относительно искомых функций) ма- 
жоранту, что позволяет доказать сходимость: формальных рядов 
во всем интервале | х—хо | <. 

Отметим, что если все ры(х) и fr(x) — целые функции, 
то и решение (104) с любыми начальными данными будет 
целой функцией. 

В частности, это будет иметь место, если все ры(х) и № (х)— 

полиномы. Если же они имеют вид о где P(x) и Q(x)— 

полиномы, то начальные значения искомых функций также 
можно задавать произвольно, а начальное значение хо не долж- 
но обращать в нуль ни один из знаменателей Q(x). При этом 
решение будет заведомо голоморфно в окрестности | х—хо | < о, 
где р — расстояние от точки х=Х до ближайшего из корней 
уравнений @(х) =0, включая комплексные корни. 

21. Пусть дано уравнение п-го порядка, разрешенное отно- 
сительно старшей производной: 

yYM=f(x, у, у, ..., Yr) (107) 

и поставлены начальные условия: 

Y=Yo, Y= Yin УТУ при Х=ж. (108) 

Теорема. Если функция f(x, у, y’,..., У) голоморфна 
в окрестности 

хо |<, |y—Yol<r, Уи |<, ..., [уу |< (109) 

начальной точки (Xo, Yo, Yor ..., Ут 9), то она имеет единствен- 

ное решение 

идовлетворяющее начальным условиям (108). Это решение голо- 
морфно в окрестности 

|x—xo| <pi<p (111) 

1 См., например, Матвеев. Методы интегрирования, п. 148.
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точки X=Xo, Т. €. представимо в виде 

Y=Yo+y’ (хо) (х—хо) + : a 
(хх)... 

("—1) (x Ч | у (Fo) (ху У cn(x—x0)*, |x— Xo] «р» (112) 
(n—1)! = 

Действительно, вводя неизвестные функции Ys, Yo, ..., Yn 
по формулам: 

Y=Y1, =», ..., УТ Ур, (113) 

приведем задачу Коши (107)—(108) к нахождению решения 
нормальной системы п-го порядка: 

dy, | 

dx 7” 

Ayn __y (114) 
dx ns 

dyn 
=] (x ‚.. n dx Ls 9% Yor ++ , Yn) | 

с начальными условиями: 

Yi=Yo, У=У,..., Уп==У® 9 при X= Xo. (115) 

При сделанном предположении относительно функции f(x, 4, 
у’,..., y*) правые части системы (114) удовлетворяют усло- 
виям теоремы Коши. Поэтому она имеет единственное решение 

И ==У1 (Х), Уз=у2(хХ), ...у Уп =» (Х), (116) 

удовлетворяющее начальным условиям (115) и голоморфное 
в окрестности | хх | <pi<p точки х=^о. Так как Yi=yY, то, 
возвращаясь к уравнению п-го порядка (107), мы и получим 
утверждение теоремы. 

Вычисления коэффициентов ряда (112), представляющего 
решение, можно выполнять либо методом неопределенных 
коэффициентов, либо записывая решение (110) в виде ряда 
Тэйлора: 

у” (Xo) N= Yorty! (x0) (ео) + AS (жа... + 
yr) (хо) 
(п—1)! (xp) np FO) ки
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y+) (хо) 

(n+1)! 

и используя уравнение (107). 
22. В случае линейного уравнения п-го порядка началь- 

ные значения искомой функции и ее (п—-1) первых производных 
можно задавать произвольно, и решение задачи Коши будет 
голоморфно по крайней мере в области, голоморфности правой 
части уравнения относительно независимой переменной. 

Пусть дано линейное уравнение 

y+ p(x) yO ра (x) Yr... + 
+ Pn (x) y+Pn (Ху), (118) 

где коэффициенты р»(х) и функция f(x) голоморфны в окре- 
стности |х—х | <p точки х=ло. 

Теорема. При сделанном предположении уравнение (118) 
имеет единственное решение 

(x—x) PH (117) 

y=y(x), (119) 
удовлетворяющее начальным условиям: 

Y=Yo, =, ..., УПО при X=Xo, (120) 

где у, У’,..., УТ — любые заданные числа. Это решение 

будет голоморфно по крайней мере в окрестности |x—xo| <p 
TOUKU X=Xo, Т. eC. | 

Y=YotY’ (Xo) (х— хо) + oe (x—X0)?-+ ... 

os (ao) > Ск (Х— Хо), (121) 

где ряд справа сходится по крайней мере в области | хх | р. 
Действительно, приводя уравнение (118) к соответствующей 

нормальной системе, получим линейную систему 

Чи! 

“dx | 
dyn 
dx == Ил, 

(122) 

dyn fhe peuple 
—Pn—1(X) у2— р» (х) + К(х). |
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Будем искать решение этой системы с начальными усло- 
ВИЯМИ: 

Yi=Yo, Y2=Yor ..., Уп==У 9 при х=ж. (123) 

Это решение, согласно теореме Коши для линейной системы, 
существует, единственно и заведомо голоморфно в окрестности 
| х—% | <p точки х=%. Возвращаясь к уравнению (118), полу- 
чим утверждение теоремы. | 

Отметим, что если все рь(х) и f(x) суть целые функции, 
то и всякое решение уравнения (118) будет целой функцией. 
Во всех остальных случаях нельзя выбирать хо произвольно, 
и решение может оказаться голоморфным лишь в окрестности 
выбранного значения Xo. В частности, если все рь(х) и f(x) 

Px) 
Q(x)’ 

щать в нуль HH один из знаменателей Q(x), и ряд, представ- 
ляющий решение, ‘будет сходиться по крайней мере в области 
| х—^№ | <p, где р — расстояние от точки х=Хо до ближайшего 
корня уравнений © (х) =0, включая комплексные корни. 

суть отношения полиномов то хо не должно обра- 

Пример 8. Рассмотрим уравнение 

2 0 
(x1)? 

и у’— (124) 

Найдем решение, удовлетворяющее начальным условиям: 

y=1, y’=1 при х=0. (125) 

Согласно теореме Пикара, искомое решение существует и определено 
по крайней мере в интервале (—со, 1) (почему?). В силу теоремы Коши 
оно голоморфно в окрестности точки х=0, причем радиус сходимости ряда, 
представляющего решение, заведомо не меньше единицы (почему?). Найдем 
это решение. Оно имеет вид 

у=1+х+ №1 сьх*. (126) 
hk==2 

Найдем коэффициенты Cpr методом неопределенных коэффициентов. 
Перепишем уравнение (124) в виде 

(х2—2х+1у’-—2у,=0. (127) 

Подставляя в него ряд (126), получим 

(х2—2х+1) Зе 0-2 ( 1+х+ № cnx } =0. (128) 
h=2 8—2 

Приравнивая нулю коэффициенты при одинаковых степенях х, находим:
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хо: Co-2-1—2=0, 

Хх: —2+C,-2-1+0€3-3-2—2=0, 

Х?: Cg-2-1—2+€3-3+240,-4+-3-—20,=0, 2° 3 4 2 | (129) 

XR: Сы. (R-1)—2- Cp igs (21) Е -+Сьдо- (R42) (ЕЕ) 2. с, =0, 

Равенства (129) дают возможность определить последовательно все 
коэффициенты Сь: 

Co=1, С3=1, ..., CoH |, ... (130) 

Подставляя их в разложение (126), получаем 

| ’ 
y=1+x+ > xk = i при |x| <l. (131) 

—х 
h==2 

Входящий сюда ряд сходится при |x| <1 и представляет собой решение 
уравнения (124), удовлетворяющее начальным условиям (125) и голоморфное 

1 
в окрестности | х| <1 точки х=0. Но функция y= fox являющаяся суммой 

—х 
этого ряда, как нетрудно убедиться, является решением поставленной задачи 
Коши (124)—(125) не только в интервале |х| <1, но и в более широкам 
интервале (— со, 1 

Итак, искомым решением задачи Коши (124) —(125) является функция 

1 
y= ‚ (132) 

1-х 

которая для значений x из интервала |х| <1 представима степенным рядом 
(131). 

Покажем, как найти коэффициенты ряда (126), не пользуясь методом 
неопределенных коэффициентов. Запишем ряд (126) в виде 

| (в) (0 уния SEO on (133) 
h=2 

Найдем y'®) (0). Из уравнения (124) находим (полагая х=0, y=1): у” (0) =2. 
Для дальнейших вычислений удобнее воспользоваться уравнением (127). 
Дифференцируя его, получаем 

(2—2) у" + (х2—2х+1) y”—2y’=0, (134) 
откуда (полагая х=0, y’=1, y”=2) найдем: y”’ (0) =6. Аналогично опре- 
деляются все остальные и(®) (0). 

Пример 9. Дано уравнение 

(x?+x+1) уху + у=0. (135) 

Какие начальные данные можно брать при постановке задачи Коши? 
В каком интервале будет существовать решение задачи Коши? В какой 
окрестности начального значения х оно будет голоморфно? 

Записав уравнение (135) в виде 

x | 
"+ ‘4 =0 136 

4 x?+x+1 у x*+x+1 4 (196) 
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(т. е. сделав коэффициент при старшей производной равным единице), мы 
получаем линейное уравнение, коэффициенты которого непрерывны при всех 
значениях х. Следовательно, начальные данные хо, Yo, У’ можно выбирать 

0 

произвольно, и решение задачи Коши определено при всех х. Так как коэф- 
фициенты уравнения (136) голоморфны в окрестности любой точки х=жь, 

у у 

| | 
z и (=) | (2) 

SK aE 
р т i @ 

od 7 ~* -- 0 -* 

Ba. -# 
| 

Рис. 50. Рис. 51. 

10 H решение с начальными данными Xo, Yo, у. голоморфно В окрестности 

TOUKH X=Xo. При определении радиуса сходимости ряда 
[>_<] 

у=уо НУ (X—Xo) + > Св (Х— Хо) *, (137) 

k=2 

представляющего это решение в окрестности точки X=Xo, нужно принять 
во внимание корни знаменателей коэффициентов уравнения (136) как веще- 
ственные, так и комплексные. Решая уравнение 

x24+x+1=0, (138) 

] ЕШ 
находим = — Поэтому ряд (137) заведомо сходится в 06- 

ласти 
[х— хо | <Р, (139) 

Е 
где р — расстояние от точки х=х. до точек == на компле- 

KCHOH плоскости (2) (рис. 50): 

p= V(t) + -- (140) 

В частности, при ло=0 получим P=1 (рис. 51), так что решение с началь- 
ными условиями: 

Y=Yo, y’=y" при x=0, (141)
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где Yo и у — любые заданные числа, определено при всех x. Это. решение 

заведомо представимо степенным рядом 

Y=Yory х+ > СкХ® (142) 

при |х| <1. Для значений x, лежащих на границе или вне интервала |x| <1, 
сходимость ряда (142) теоремой Коши не гарантируется. 

23. Теорема Коши устанавливает только нижнюю гра- 
ницу для радиуса сходимости ряда, представляющего реше- 
ние. На деле этот радиус может оказаться больше. Кроме того, 
голоморфное решение может существовать и в случае невыпол- 
нения условия теоремы Коши. 

Пример 10. Для ` ne 

. x2—1) y” —2xy’+ 2y=0 (143) 

единственным решением, удовлетворяющим начальным условиям: 

y=0, y’=1 при х=0, (144) 

очевидно, будет 

у=х. (145) 

Это решение голоморфно в любой окрестности точки х=0, в то время 
Kak P=] (почему?). 

Пример 11. Пусть дано уравнение 

2, 2 , 

у"— — y’+ — y=0 (146) 
x x? 

и поставлены начальные условия: 

y=0, y’=1 при х=0, (147) 

т. е. ищется решение у=у(х), обладающее свойством: 

y(x) >0, y’(x)>1 при x70. | (148) 

Коэффнциенты уравнения (146), очевидно, не голоморфны пи в какой 
окрестности точки х=0, так что теорема Коши не применима. Однако суще- 
ствует решение задачи Коши (146) — (147), голоморфное в окрестности точки 
х=0. Например, таким решением будет 

yi=X. (149) 

Это решение голоморфно в любой окрестности точки х=0. 

Вопрос о существовании и свойствах решений в случае не- 
выполнения условия теоремы Коши. изучается в аналитической 
теории дифференциальных уравнений. 

$ 6. ЗАДАЧИ 

Н. М. Матвеев. Сборник задач, № 1113—1150.



Глава VI 

ЛИНЕЙНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
п-го ПОРЯДКА 

СОДЕРЖАНИЕ 

$1. ОБЩИЕ СВОЙСТВА ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 

1. Однородное и неоднородное уравнения. 2. Существование 
и единственность решения задачи Коши. 3. Инвариантность 
линейного уравнения относительно любого преобразования не- 
зависимой переменной. 4. Инвариантность линейного уравнения 
относительно линейного преобразования искомой функции. 

$ 2. ОДНОРОДНОЕ ЛИНЕЙНОЕ УРАВНЕНИЕ 7-го ПОРЯДКА 

5. Свойства решений. 6. Линейно-независимые частные реше- 
ния. 7. Формула Остроградского — Лиувилля. 8. Фундаменталь- 
ная система решений. 9. Построение общего решения однород- 
ного линейного уравнения по фундаментальной системе решений. 

$ 3. НЕОДНОРОДНОЕ ЛИНЕЙНОЕ УРАВНЕНИЕ 

10. Приведение интегрирования неоднородного уравнения 
в случае, когда известно одно частное решение его, к интегри- 
рованию соответствующего однородного уравнения. 11. Метод 
вариации произвольных постоянных. 

$ 4. ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

12. Построение фундаментальной системы решений и общего 
решения однородного линейного уравнения с постоянными ко- 
эффициентами методом Эйлера в случае различных корней 
характеристического уравнения. 13. Случай наличия кратных 
корней. 14. Нахождение частного решения неоднородного линей- 
ного уравнения с постоянными коэффициентами методом не- 
определенных коэффициентов. 15. Понятие об устойчивости 
нулевого решения уравнения второго порядка. Исследование 
устойчивости нулевого решения однородного. линейного уравне-
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ния второго порядка с постоянными коэффициентами по корням 
характеристического уравнения. 16. Линейные уравнения вто- 
рого порядка с постоянными коэффициентами и колебательные 
явления. 17. Операторный (операционный) метод интегрирова- 
ния линейных уравнений с постоянными коэффициентами. 

$ 5. УРАВНЕНИЯ, ПРИВОДИМЫЕ К УРАВНЕНИЯМ С ПОСТОЯННЫМИ 
КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

18. Необходимое условие приводимости при помощи замены 
независимой переменной. 19. Уравнение Эйлера. 20. Уравнение 
Чебышева. 21. Приведение к уравнению с постоянными коэф- 
фициентами' при помощи замены искомой функции. 

$ 6. ОДНОРОДНЫЕ ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

С ПЕРЕМЕННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

22. Приведение к уравнению, не содержащему члена с пер- 
вой производной. 23. Приведение к самосопряженному виду. 
24. Понижение порядка. 25. Интегрирование при помощи сте- 
пенных рядов. 26. Интегрирование при помощи обобщенных 
степенных рядов. 27. Уравнение Бесселя. 28. Уравнение Гаусса. 
29. Уравнение Лежандра. 30. Колебательный характер решений 
однородного линейного уравнения второго порядка. Признак 
неколебательности решений. 31. Теорема Штурма. 32. Теорема 
сравнения. 

$ 7. ЗАДАЗИ 
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Оеновная 

Матвеев. Методы интегрирования, гл. VI, пп. 156—171; гл. УП, пп. 173— 
185; гл. VIII, пп. 186—196. 

Степанов, гл. У, § 1—3; гл. VI, $ 1, стр. 214—233, 236—240, $ 2 (до 
стр. 255). 

Эльсгольц, гл. Il, $ 3—5, § 6 (до стр. 117), § 7. 

Дополнительная 

Араманович И. Г., Лунц Г. Л., Эльсгольц Л. Э. Функции ком- 
плексного переменного. Операционное исчисление. Теория устойчивости. 
М., 1965, стр. 277—289. 

Матвеев. Методы интегрирования, п. 172. 
Петровский, гл. V, 6 38, 39; гл. VI, $ 52. 
Положий Г. Н. Уравнения математической физики. М., 1964, стр. 533—543. 
Понтрягин, гл. I, $ 4 (примеры), § 5; ra. II, $ 7—10, 12.
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Смирнов, пп. 35—37. 
Степанов, гл. У, $ 4, п. 3; гл. УГ $ 1, п. 3, $2, стр. 255—259. 
Трикоми, гл. III. 

Штокало И. 3. Операционные методы и их развитие в теории линейных 
дифференциальных уравнений с переменными коэффициентами. Киев, 1961. 

Эльсгольц, гл. Il, § 7, стр. 130—134, § 8. 

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 
$ 1. ОБЩИЕ СВОЙСТВА ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 

1. Рассмотрим линейное уравнение п-го порядка: 

Yt рн (х) YO р» (х) yO I+... ри (ху 
р» (х)у=КХ). (1) 

Напомним, что если |(х)==0, то уравнение (1) принимает вид 

ит ра (x) y+ р» (х) у... рии (ху 
+Pn(x)y=0 (2) 

и называется однородным. Если f(x) 40, то уравнение (1) 
называется неоднородным. 

Обозначим левую часть уравнения (1) или (2) через L(y): 

L(y) = Ури (х) + р» (х) у"... + 
+Pn—-1(X)Y’+Pn (x) y. (3) 

Всякой функции y=yY (x), имеющей производную п-го порядка, 
соответствует вполне определенное значение L(y), которое по- 
лучается из у=у(х) путем выполнения операций, указанных 
в правой части формулы (3) (дифференцирование, умножение 
на функции рь(х) и сложение). Будем называть L(y) линейным 
дифференциальным оператором. — 

Пользуясь оператором L(y), уравнения (1) и (2) можно 
записать в виде 

L(y) =К(х) (1’) 

L(y) =0. (7) 
Отметим, что оператор L(y) обладает двумя важными свой- 

ствами: 
1) L(cy)=cL(y) ‘(c=const), 

2) L(yity2) =L (ys) +L (y2). 
2. Предположим, что коэффициенты рь(х) и правая часть 

f(x) непрерывны в интервале (а, 6) (а>—о, В< о) 
Тогда (гл. У, п. 6) уравнение (1) имеет единственное решение 

y=y(x), (4) 

1 Вместо открытого интервала (а, 6) можно взять замкнутый интервал 

(с одного или с обоих концов). 

И 
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определенное во всем интервале (а, 6) и удовлетворяющее 
начальным условиям 

уу, ИУ ..., Yr D=yr) при х=ж С (а, 6), (5) 

где числа Yo, у’, ..., У" задаются произвольно. В частности, 

единственным решением однородного линейного уравнения (2) 
с нулевыми начальными условиями 

y=0, у=0, ..., yr 9—=0 при x—Xp (6) 

будет нулевое решение 
y==0. (7) 

3. Линейное уравнение (1) остаетея линейным, если заме- 
нить х новой независимой переменной Ё по формуле х=Ф(1), 
где g(t) определена и непрерывно дифференцируема п раз 
в интервале (to, 1), причем (to) =а, p(t,) =), g(t) 40 B (bo, ft). 
В этом легко убедиться, выполняя в уравнении (1) подстановку 
x=Q(t). При этом однородное уравнение остается одно- 
родным. | 

4. Линейное преобразование искомой функции у=а(х)2- 
-В(х) также не нарушает линейности уравнения, причем 
однородная линейная замена искомой функции y=a{x)z 
сохраняет однородность уравнения. 

Указанными заменами независимой переменной и искомой 
функции можно воспользоваться для упрощения линейного 
уравнения, в частности для приведения его к уравнению с по- 
стоянными коэффициентами. 

$ 2. ОДНОРОДНОЕ ЛИНЕЙНОЕ УРАВНЕНИЕ п-го ПОРЯДКА 

5. Рассмотрим однородное линейное уравнение 

L(y) =Y-Epalx) yO... +i na(x)Y'+Pn(x)y=0. (1) 
Всякое решение этого уравнения, так же как и любое ре- 

шение неоднородного уравнения, является частным реше- 
нием (почему?). Решения однородного уравнения обладают сле- 
дующими характерными свойствами. 

1. Если и — частное решение однородного уравнения (1), 
то Си, где С — произвольная постоянная, тоже будет решением 
этого уравнения. 

Действительно, так как 

Г (1) =0 (a<x<b), (2) 

(Су!) =CL(y1)}=0, L(Cy1)=0 (axx<b), (3) 

т. е. Cy, — решение уравнения (1). 

ТО
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‚ 2. Если И и у — частные решения уравнения (1), то их 
сумма и--у2 тоже является решением этого уравнения. 

Это следует из того, что 

(и?) =L (ys) +L (2) ==0, L(yity2)=0 (ax<x<b). (4) 
Из этих свойств решений следует, что если ии, Yo, ..., Ym — 

частные решения однородного линейного уравнения (1), то их 
линейная комбинация - 

y= » Crh, (5) 
h=1 

где С» — произвольные постоянные, тоже будет решением этого 
уравнения (почему?). 

Для нахождения вещественных решений иногда ис- 
пользуют комплексные решения. Комплексная функция 
от вещественной переменной х 

у=и(х) № (х), (6) 
где u(x) и v(x) — вещественные функции OT х, называется 
комплексным решением однородного линейного уравнения (1), 
если она обращает уравнение (1) в тождество. При этом про- 
изводная от комплексной функции (6) определяется равенством 

y) = u®) (x) 10% (x) (7) 
в предлоложении, что производные и®(х) и v(x) существуют. 

Вещественная и мнимая части комплексного решения (6) 
Gi=U(X), Yo=v(xX) тоже являются решениями уравнения (1) 
(почему?), так что одному комплексному решению (6) соот- 
ветствуют два вещественных решения. 

В дальнейшем будем рассматривать вопрос о построении 
общего решения однородного уравнения (1). 

Заметим, что если найдено п частных решений ил, Yo, ..., Yn, 
то функция | 

п 

y= >) Cyn (8) 
k=1 

тоже есть решение уравнения (1). Однако, хотя функция (8) 
и зависит от п произвольных лостоянных, она не всегда является 
общим решением уравнения (1). Для того чтобы функция (8) 
была общим решением уравнения (1), частные решения 1, 
Ge, ..-, Yn должны удовлетворять некоторому дополнительному 
условию.
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6. Функции . 

yi(x), Yy2(x), sty Yn (x), (9) 

определенные и непрерывные в интервале (а, 6), называются 
линейно независимыми в этом интервале, если соотношение 

п 

У anyn (x) =0, (10) 
k=1 

где ar(k=1, 2, ..., п) — постоянные числа, выполняется для 
всех x из (а, 6) только в очевидном случае, т. е. когда все 
мк (Е =1, 2, ..., п) одновременно равны нулю. В противном 
случае функции (9) называются линейно зависимыми в (а, В). 

Если одна из функций, (9) тождественно равна нулю, то 
они линейно зависимы в (а, 6) (почему?). 

Для установления признаков линейной зависимости и неза- 
висимости функций введем в рассмотрение определитель Врон- 
ского (вронскиан) 

у у... Yn 
ty’ 4 ... / 

(= Yn], (11) 
yrs) yim), yim) 

Теорема 1. Если функции 

и (х), Y2(X), ..., Yn(X) (12) 
линейно зависимы в (а, 5), то У(х)==0в (a, Ь). 

Действительно, пусть , 

nr 

> aayn( =0 (a<x<b), (13) 
hai 

где, например, on+~O0. Тогда 
п—1 

Oh 
Уп = — ук (Х). 14 жи (14) 

Подставляя функцию Yn в W(x), получаем, что W(x)= 
(а<х<Ь) (почему?). 

Теорема 2. Если функции (12) являются линейно не- 
зависимыми решениями однородного линейного уравне- 
ния (1), коэффициенты которого непрерывны в (а, 6), то W(x) 
не обращается в нуль ни в одной точке х=хо из (а, 6).
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В самом деле, nyctb  (%) =0, жС (а, 6). Составим систему 
уравнений: 

Саул (хо) +Caye (хо) +... +OnYn (Xo) =0, 
Су" (хо) + Су, (Xo) foe. +Cny’, (хо) —=0, (15) 

Cry (x0) + Cay (хо)... Е Ony®D (x0) =0. 
Эта система имеет ненулевое решение Cy=—C, Co= 

=C),..., С,=С® (почему?). Построим решение уравнения (1) 

y= № со (®. (16) 
h=4 

Это решение удовлетворяет нулевым начальным условиям 

у=0, у’=0, ..., yr 9=0 при x—Xo (17) 

(почему?), а тогда в силу теоремы единственности оно является 
нулевым (у=0), т. е. имеет место тождество 

> Со, (x) =0 (axx<b), (18) 
В 

где не все С® (Е=1, 2,..., п) равны нулю, т. е. решения (12) 

линейно зависимы в (а, 6) вопреки предположению. 
Из теорем | и 2 вытекает следующий признак линейной не- 

зависимости п частных решений уравнения (1). 
Для того чтобы п решений однородного линейного уравнения 

п-го порядка с непрерывными коэффициентами были линейно 
независимы в интервале непрерывности коэффициентов, необхо- 
димо и достаточно, чтобы их вронскиан был отличен от нуля 
во всех точках этого интервала (почему?). 

На деле достаточно убедиться, что W(x) не обращается 
в нуль в какой-нибудь одной точке х=Х из интервала (а, 6), 
ибо, если W(x0) +0, хоС (а, 6), то W(x) ==0 при всех хС (а, 6) 
(почему?). 

7. Для определителя Вронского п частных решений однород- 
ного линейного уравнения п-го порядка (1) имеет место сле- 
дующая формула Остроградского — Лиувилля 

x 

— pi(x)dx 

(= (же в (19)
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выражающая его значение через коэффициент при производ- 
ной порядка ип—1. Если, в частности, pi(x)=0, то W(x) = 
= и =const. 

Из формулы (19) видно, что вронскиан п решений уравне- 
ния (1) обладает следующими двумя замечательными свой- 
ствами. | 

1. Если W(x0) =0, хС(а, 6), то W(x) =0 при всех хЕ(а, 6). 
2. Если W(x0) 0, х›С(а, 6), то М (х) 0 при всех хС(а, Ь). 
8. Совокупность п линейно независимых в (а, 6) частных 

решений однородного линейного уравнения (1) называется 
фундаментальной системой решений. 

Теорема. Если коэффициенты уравнения (1) непрерывны 
в интервале (а, 6), то фундаментальная система решений суще- 
ствует. 

Действительно, построим, пользуясь п раз теоремой Пикара, 
п решений Y1, Yo, ..., Yn, удовлетворяющих следующим началь- 
ным условиям: 

Yr: Y=, У, —=0, ..., yr =O, \ 

2: Y2=0, У =1,..., yr = 
уз: 3—0, УТ ‚9 о, при Х=жС (а, 5). (20) 

Yn: Ув ==0, у’ =0, ..., "91. | 

Эти решения образуют фундаментальную систему решений, так 
как  (х) =15=0. 

Построенная фундаментальная система решений называется 
нормированной в точке х=^№. Такая фундаментальная система 
решений существует только одна (почему?). Существует бес- 
численное множество других фундаментальных систем. Чтобы 
убедиться в этом, достаточно заменить в начальных усло- 
виях (20) число | любым другим числом, отличным от нуля. 

Заметим, что если все коэффициенты уравнения (1) не толь- 
ко ‘непрерывны, но и голоморфны в окрестности |х—х| <о 
точки х=Хо, TO, пользуясь теоремой Коши, можно построить 
фундаментальную систему решений, голоморфных по крайней 
мере в той же окрестности | х—% | р. 

9. Зная фундаментальную систему решений уравнения (1), 
можно построить его общее решение. 

Теорема. Если wy, Yo, ..., Yn есть фундаментальная си- 
стема решений уравнения (1), то формула 

y= >» Crp, (21) 

k=1
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где С., Co, ..., С, — произвольные постоянные, дает общее 
решение уравнения (1) в области 

a<x<b, |у| <-оо, |у’| <-о, ..., | и" ®| <. (22) 

В самом деле, в области (22) имеет место существование 
и единственность решения задачи Коши для уравнения (1), 
функция (21) определена в области 

ах 6, | С! | < о, | (>| <+too, ..., | С,| <+® (23) 

и имеет непрерывные производные по х до порядка п. Легко 
убедиться, что оба пункта определения общего решения урав- 
нения n-ro порядка (гл. ПГ, п. 6) здесь выполнены. 

1. Система 

y= сы, | (24) 

разрешима относительно произвольных постоянных в обла- 
сти (22) (почему?). 

2. Функция (21) является решением уравнения (1) при всех 
значениях произвольных постоянных Cy, Co, ..., Cn. 

Следовательно, функция (21) является общим решением 
уравнения (1) в области (22). 

Все решения однородного уравнения (1) содержатся в фор- 
муле (21). Уравнение (1) не может иметь более чем п линейно 
независимых частных решений. 

Формула (21) дает возможность решить любую задачу Коши 
с начальными данными Xo, Yo, И, ..., YY? из области (22) 

за счет выбора соответствующих значений произвольных по- 

СТОЯННЫХ. |
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Подставляя 3TH начальные данные в (24), получают систему 

„= № Cryn (Xo), 
k=1 

y= 2 Сы, (ж), \ (25) 
— { 

п 

yo) = > Cryt (Xo) . 

k=1 | 

Эта система разрешима относительно произвольных постоян- 
ных Cy, Co, ..., Cn (почему?). Подставляя найденные из Hee 
значения произвольных постоянных С1=С%®, (= С%, 

C,=C® в общее решение (21), получают искомое решение 

в виде 

п 

у= У CO Yr. (26) 
k=1 

Это решение будет единственным. 
Если фиксировать хоС (а, 6), а Yo, yy, ..., ye) считать 

произвольными, то величины С®, C), ..., Co), найденные выше, 

являются (однородными линейными) функциями от Yo, 
Yor ees yo) и формула (26) даст общее решение однородного 

линейного уравнения (1) в форме Коши. В частности, в случае, 
когда фундаментальная система Yi, Yo, ..., Yn нормирована 
в точке х==Х, общее решение в форме Коши приобретает наи- 
более простой вид 

y= У уб-Вук (Y= Yo). (27) 
h=1 

Заметим, что если все коэффициенты уравнения (1) голо- 
морфны в окрестности |х—х | <р точки х=хо, то, построив 
фундаментальную систему решений, голоморфных в этой окре- 
стности, и, пользуясь формулой (21), получим голоморфное 
общее решение уравнения (1), определенное по крайней мере 
в области 

|x—x0] <p, || < оо, | У" | оо, ..., | y"Y] «+. (28)
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$ 3. НЕОДНОРОДНОЕ ЛИНЕЙНОЕ УРАВНЕНИЕ 

10. Рассмотрим неоднородное линейное уравнение 

L(y) = утра (х) у"... ри (ху р (¥) y= (*). (1) 

Если известно частное решение у! уравнения (1), т. е. 

Г) = Ех) (а<х<5), (2) 
то, выполняя в уравнении (1) подстановку 

у— иг, (3) 
где г — новая неизвестная функция, находим 

(иг) =Кх), L(y) НЕ (2) =НКх), [(2) =0. (4) 
Таким образом, интегрирование неоднородного уравнения (1) 

приводится к интегрированию однородного уравнения 

(2) =2+ ра (х) 2-94... + pn—-1(X) 2’ + р» (х)2=0 (5) 

с той же левой частью. Уравнение (5) называется однородным 
уравнением, соответствующим неоднородному уравнению (1). 

Если 

z= №, Ci (6) 
h=1 

есть общее решение уравнения (5) в области 

а<х< в, |г| < о, | {| <- о, ..., | 209] < +o, (7) 

то формула 

y=n+ > CrZp (8) 
k=1 

дает общее решение однородного уравнения (1) в области 

а<х< 6, |у| «о, | y’| <, ..., | 11| <-+® (9) 
(почему?). 

Все решения уравнения (1) содержатся в формуле (8). 
Если правая часть f(x) уравнения (1) является суммой не- 

скольких слагаемых 

x)= SY halo (10) 
k=1
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и если для каждого из уравнений 

L(y) =fa(x) (11) 
найдено частное решение YR, то их сумма 

= Уи (12) 
‚В =1 

будет частным решением всего уравнения (1) (почему?). 

Пример 1. Расомотрим уравнение 

у’ у=ея*-х. (13) 
Так как уравнения о 

_ y+ y=e® wy + y=x (14) 

имеют соответственно частные решения И! = ое" и /=х, то функция 

1 
= о е"+х . (15) 

будет частным решением всего уравнения (13). 
Однородное уравнение 

г” +г2=0, (16) 

соответствующее неоднороднему уравнению (13), имеет общее решение 

z=C,; cos х+ С2 sin x.! (17) 
Поэтому - 

yo ett ets cos х- С. sin x (18) 

будет общим pewleHHem: уравнения (13). 

11. Если частное решение уравнения (1) найти трудно, но 
известна фундаментальная система решений 21, 22, ..., Zn COOT- 
ветствующего однородного уравнения (5), то для нахождения 
общего решения неоднородного уравнения (1) обычно приме- 
няют Метод вариации произвольных постоянных (метод Лаг- 
ранжа). . 

Этот метод состоит в том, что общее решение уравнения (1) 
получается из общего решения (6) уравнения (5) заменой ' про- 
извольных постоянных Cy, Co, ..., С» соответствующими функ- 
циями от х, т. е. рещение уравнения (1) ищется в виде. 

n 

y= > Cr(X) Zn, (19) 

h=1 

‘1 Так как 2,;=cOSX, Z,.=sinx— фундаментальная система решений 
(почему?).
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где С»(х) — функции от X, которые нужно выбрать Tak, чтобы 
функция (19) была решением уравнения (1). 

‚ Подставляя (19) в (1), получим одно соотношение между 
искомыми функциями С»(х). Поэтому можно ввести еще N—|] 
соотношений. Следуя Лагранжу, будем вводить эти соотноше- 
ния, дифференцируя последовательно п—] ‘раз равенство (19) 
и приравнивая каждый раз нулю группу членов, содержащую 
производные OT Сь(х): 

` 

р» (х). y= » С» (х) 2h, 

pns(x)-| Сы) + >) С, (x) en, 
k=1 k=1 _ Ш 

. aS p20) pu-o(x):|y= > 6х) "+ Ух, 
k=1 k=1 -: ‘ _—— 

p(x) {y= >" Сью ano М С, (xan. 
k=1 k=1 7 

№ ~0 

Дифференцируя еще раз, находим 

и У Сы) У, С, (х) 5. (21} 
k=1 k=1 . 

Подставим эти значения у, y’,..., y™—), ут) в уравнение (Ff). 
Для этого умножим уравнения (20), (21) соответственно на 
р» (Хх), Pn—1(X), Pn-2(*), ..., Ра(Х), 1, сложим почленно и при- 
равняем полученную сумму правой части уравнения (1): 

>) сы (zn) + №, С, (к) И»). (22) 
k=1 k=1 

Но все L(z,)==0. Поэтому 

D>, Ch фа). (23) 
h=1
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Таким образом, для определения Сь(х) получаем следую- 
щие п соотношений 

Ус фа, 
k=1 

> Ci, (x) =, 
hk=1 

Dea (24) 

Ус,» 
k=1 

Ус (x) 2") =f (x). | 

Система (24) разрешима относительно С’ (x) (почему?). На- 

ходим 

С’, (х) = (х) (Е=1, 2,..., П), (25) 

где ф(х) — непрерывные функции (почему?). Поэтому 

Cr(x)= Л gr(x)dx+C, (R=1, 2, ..., п). (26) 

Подставляя найденные значения Сь(х) в формулу (19) и вы- 
деляя члены, не содержащие произвольных постоянных, по- 
лучим 

y= sal Фе (х) 4+ У Cr2p. (27) 

ра 

Эта формула дает общее решение уравнения (1) в области (9). 
Первое слагаемое является частным решением, соответствую- 
щим нулевым значениям произвольных постоянных. 

Пример 2. Найти общее решение уравнения 

1 
y" +y= — (28) 

x 

методом вариации произвольных постоянных. 
Так как соответствующее однородное уравнение 2”+2=0 имеет фун- 

даментальную систему решений г1=со0$ х, 22 =з1шт x, то решение уравнения (28) 
ищем в виде
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~ y=C;,(x) cos х+С2(х) sin x, (29) 

где C,(x) и С.(х) определяются из системы 

1 
С’ (х) cos х+ С, (x) sin x=0; —C (x) sinx+ С, (x) cos x= —. (30) 

x 

Решая эту систему относительно С’ (x), С, (x) и интегрируя, находим 

sin x | °с0$Х 
С: (х) =— > ах С, Cx) = | р ах-+С.. (31) 

Подставляя эти значения в (29), получим общее решение уравнения (28) 
в виде 

Г sinx cos x 
y= —cos vf dx+sin ef dx+C,cos x+Cz sin x. (32) 

x x 

$ 4. ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

12. Рассмотрим линейное уравнение 

L(y) Sy ayyO D+ agy™ I+. + An1y’ + Any=f (x), (1) 
коэффициенты которого а4, G2, ..., An суть постоянные 
вещественные числа, а правая часть [(х) непрерывна 
в интервале (а, 6). 

Так как интегрирование неоднородного уравнения (1) при- 
водится к интегрированию соответствующего однородного урав- 
нения, то изучим сначала однородное уравнение 

L(y) = Уралу" + ay... ау -а,у=0. — (2) 
Покажем, что это уравнение всегда может быть проинтегри- 
ровано в элементарных функциях. С этой целью построим 
фундаментальную систему решений, состоящую из элементар- 
ных функций. 

Следуя Эйлеру, будем искать решение уравнения (2) в виде 

y=e'*, (3) 

где ^ — некоторое постоянное число (вещественное или KOM- 
плексное), которое нужно выбрать так, чтобы функция (3) 
обращала уравнение (2) в тождество. Подставляя функцию (3) 
в левую часть уравнения (2), получаем 

[.(е^=) =P (^)е”, (4) 

P(A) =A" + ayA"-1+ agar t+ 2. ал ал. (5) 

Функция у=е^х будет решением уравнения (2), т. е. Г. (е^*) =0, 
если А есть корень уравнения 

Р (AV) =A" +40"! arr 2+... +anyA+an=0. (6) 

где
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Это уравнение называется характеристическим, а его корни — 
характеристическими числами уравнения (2). Характеристиче- 
ское уравнение (6) можно формально составить по уравне- 
нию (2), заменяя производную от у соответствующей степенью A, 
рассматривая при этом искомую функцию у как производную 
нулевого порядка от этой функции У®==у. Структура фунда- 
ментальной системы решений зависит от вида корней характе- 
ристического уравнения. 

Рассмотрим сначала случай, когда все корни харак- 
теристического уравнения различны и веще- 
ственны: Ay, Ag, ..., An. Подставляя их в формулу (3), полу- 
чим И решений: 

1 = ene, yer, wees Yn ern, (7) 

Эти решения образуют фундаментальную систему ре- 
шений, ибо они линейно независимы в интервале (—oo, +00), 
так как их вронскиан отличен от нуля (почему?). Поэтому 

y= У Crore (8) 
k=i1 

будет общим решением уравнения (2) в области 

— со << о, |у| <, |у| <, ..., |y*™)|<+o. (9) 

Если все корни характеристического урав- 
нения различны, но среди них имеются. ком- 
плексные, то последние входят сопряженными парами 
(почему?). Пскажем, что каждой такой паре соответствуют 
два вещественных линейно независимых частных решения. 
Пусть As==a+ib, Ao=a—tb— два таких корня. Подставляя 
в формулу (3) вместо A число M4, получим комплексное 
решение 

y = е(@+15)х —еах (cos bx--1 sin bx). (10) 
/ 

Отделяя в нем вещественную и мнимую части, найдем два 

вещественных частных решения 

и: = er COS bx, Yo= er sin bx. (1 1) 

Эти решения линейно независимы (почему?). Сопряженному 
корню Ag соответствуют частные решения 

еах cos bx, —еах sin bx, (11’) 

но, очевидно, решения (11) и (11’) линейно зависимы.
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Таким образом, паре комплексных сопряженных корней ха- 
рактеристического уравнения соответствуют два линейно не- 
зависимых вещественных частных решения. (11). 

Если Аа и Ag чисто мнимые, )а2=-5, то вместо (11) по-, 
лучим 

Y1=cos bx, yoe=sin bx. (12) 

Найдя вещественные частные решения, соответствующие 
другим парам сопряженных комплексных корней, и частные 
решения, соответствующие всем вещественным корням, получим 
фундаментальную систему решений (почему?). Линейная ком- 
бинация этих решений с произвольными постоянными коэффи- 
циентами даст общее решение. | 

13. Рассмотрим теперь случай, когда среди корней 
характеристического уравнения имеются 
кратные. Пусть A, — корень кратности А. Тогда 

P (№) =P’ (Ma) =... = POD (24) =0, (13) 

но Р®) (11) 40 (почему?). Дифференцируя тождество (4) т раз 
по А, найдем 

L(xmers) = У Cv Por (a) xm—ves (14) 
v=0 

Полагая здесь ^=Аа и принимая во внимание (13), получим 

Г (хтемх) =( при т=0, 1,..., А. (15) 

Следовательно, функции 

емх, хемх, ..., хе 1емх (16) 

являются решениями уравнения (2). 
Если Ay вещественно, тс решения (16) вещественны. Если же 

\ комплексное, ^«=а-Н1, то ему и сопряженному с ним кормю 
Л2—=@— той же кратности Е соответствуют 2k вещественных 
частных решения, получающиеся из Е комплексных решений (16) 
отделением вещественных и мнимых частей. Они имеют вид 

еах cos bx, хеах cos bx, ..., хе 1еах cos bx, | 7 
еах sin bx, хеах sin Dx, ..., x*-1e9* sin bx (17) 

ИЛИ 

cos bx, x cos bx, ..., ХЕ со$ bx, 
. hte: (18) 

sin bx, x sin bx, ..., x*-1 sin bx, . 

если А4=, А^2=—й.
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Построив вещественные частные решения, соответствующие 
другим кратным корням, и присоединив к ним вещественные 
частные решения, соответствующие различным корням, найден- 
ные по правилам, указанным в п. 12, получим фундаментальную 
систему решений (почему?). Линейная комбинация этих реше- 
ний с произвольными постоянными коэффициентами даст общее 
решение уравнения (2). 

14. Неоднородное . линейное уравнение (1) всегда может 
быть проинтегрировано в квадратурах методом вариации про- 
ИЗВОЛЬНЫХ ПОСТОЯННЫХх. 

В некоторых случаях удается проинтегрировать это урав- 
нение проще, найдя предварительно одно его частное решение. 
Укажем случаи, когда это частное решение может быть най- 
дено методом неопределенных коэффициентов исходя из заранее 
заданного его вида. 

Укажем вид частного решения для уравнения (1), правая 
часть которого есть произведение полинома на показательную 
функцию. Пусть 

L(y) = Ри (хе, (19) 
где © — постоянное число, которое может быть как веществен- 
ным, так и комплексным, а Ри(х) — полином от х степени т 
с вещественными или комплексными коэффициентами. Разли- 
чают два случая. 

1. Если число @ не является корнем характеристического 
уравнения 

P(A) =0, (20) 
то уравнение (19) имеет частное решение вида 

= Qm (Х)е“*, (21) 

где Qm(x) — полином степени т с пеопределенными 
коэффициентами. Эти коэффициенты определяются подстанов- 
кой (21) в уравнение (19), сокращением Ha e%* и приравнива- 
нием коэффициентов при одинаковых степенях х в левой и 
правой частях полученного равенства.' При этом получается 
треугольная неоднородная линейная система уравнений относи- 
тельно искомых коэффициентов полинома @ш(х), из которой, 
пользуясь тем, что Р(%)==0, последовательно определяются 
все коэффициенты полинома Qm(X) и притом единственным 
образом. Таким образом, решение вида (21) существует и един- 
ственно. Если показатель @ и коэффициенты полинома Ри(х) 
вещественны, то и частное решение (21) будет вещественным. 

1 Cm., например, Матвеев. Методы интегрирования, п. 178.
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2. Если © есть корень характеристического уравнения (20) 
кратности А, так что 

P(a)=P’(a) =... =P) (1) =0, но PH) (a) 40, (22) 

TO 

Y= X" Qin (x) e%. (23) 
Коэффициенты полинома Qm(X) определяются так же, как и 
в первом случае, причем роль P(a) играет P®(a). 

Уравнение с полиномиальной правой частью 

L(y) =Pm(x) (24) 
можно рассматривать как частный случай уравнения (19), 
когда a=Q. Поэтому уравнение (24) имеет частное решение 
вида 

= От (x), (25) 
если нуль не является корнем характеристического уравнения, 
или вида 

Yi=X"Qm(X), (26) 

если нуль есть корень кратности К. 
Для уравнения 

L(y) =e% [Ру (х) cos bx+P2(x) sin bx], (27) 

где аи 6 — постоянные вещественные числа, а Py(x) и P2(x)— 
полиномы от х, причем один из них может тождественно рав- 
HATbCA нулю, также можно найти частное решение методом 
неопределенных коэффициентов. 

Действительно, пусть м есть старшая из степеней полиномов 
P,(x) и Р›(х). Тогда при помощи формул Эйлера 

е16х-- e—ibx , е16х— e—ibx 
5 ‚ sin bx= от (28) 

правая часть уравнения (27) может быть представлена в виде 
суммы произведений показательных функций е(@+16)х и e(a—ib)x 
на полиномы степени т. Найдем частные решения, соответ- 
ствующие каждому слагаемому. Вид этих частных решений 
существенно зависит от того, будет число a+ib (а вместе с ним 
и число A—ib) корнем характеристического уравнения или нет. 
Складывая найденныс частные решения и заменяя показатель- 
ные функции е@+16)х и е@-—1)х их выражениями через e%*, cos Ox 
и sin bX, получим частное решение уравнения (27). 

Выполняя указанные преобразования, придем к следующим 
результатам. 

cos bx=



234 _ Гл. УГ. Линейные уравнения высших порядков 

1. Если число a+ib не является корнем характеристического 
уравнения, то уравнение (27) имеет частное решение вида 

у: = еах [91 (х) COs bx+Q2(x) sin bx], (29) 

где Qi(x) и Qe(x) — полиномы степени m с неопределенными 
коэффициентами. Они определяются подстановкой (29) в (27), 
сокращением на e?* и приравниванием коэффициентов при 
cos bx и sin bx, после чего останется приравнять коэффициенты 
при одинаковых степенях х в левых и правых частях получен- 
ных двух равенств. 

2. Если число a+ib есть корень характеристического урав- 
нения кратности А, то 

ии —хлеах [Qi (х) cos 6х-- О>(х) sin bx]. (30) 

Пример 1. Рассмотрим уравнение 

y” —y=e* cos? x. (31) 

Интегрируя соответствующее однородное уравнение, находим 

2" —2=0, 

№—1=0, м2==1; z=C,e*+Cre-*. (32) 

Чтобы получить частное решение данного неоднородного уравнения (31), 
перепишем его, избавляясь от квадрата косинуса, в виде 

| 
y”—y= ae (1+ cos 2х). (33) 

Найдем частные решения уравнений: 

1 | 
yt — —— 6х, И = — ex cos ОХ. 

34 

Первое из них есть уравнение вида (21). Здесь а=1. Оно является простым 
корнем характеристического уравнения. Поэтому 

(—1)-| и: =Ахех 
0. у’ =Ае*-- Axe* 

1. у’ =2Аех+ Axe* 

1 1 ] 
2Аех= —— e*, 2А= —, А=—. 

2 2 4 

| 
41 = 4 * (35) 

Для определения вида частного решения второго из уравнений (34), 
которое является частным случаем уравнения (27), составляем число а- 10. 
Получаем a+ib=1+i2. Это число не является корнем характеристического 
уравнення. Поэтому
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(—1).| Ye =e* (A cos 2х В $1 2x) 

0. у, =e*[(4+2B) cos 2х-+ (B—2A) sin 2x] 

1. yy =e* [(—3A+4B) cos 2x— (3B+4A) sin 2х] 

1 
ех [(—4А-+4В) cos 2x— (4A+4B) sin 2х|= > e* cos 2x; 

| | I 1 
—44А+4В= —, —4A—4B=0; А=-— — В=— 

2 16 16 

] 
(2 = Е ех (—cos 2x+ sin 2x). (36) 

Частным решением всего уравнения (31) будет 

| | 
У, = 7 хех + 76 ех (—cos 2x+sin 2x). (37) 

Ноэтому 

1 | 
у= 7 хех + 6 ех (—cos 2x+sin 2x) +Cy,e*+ Сье-= (38) 

есть общее решение уравнения (31). 
Пример 2. Пусть дано уравнение 

y”+y=sin x. (39) 

Соответствующее однородное уравнение 

2”+z=0 (40) 

нмеет характеристические числа Ay ›= +1. Поэтому 

2= (С. cos x+Cz sin x. (41) 

Найдем частное решение неоднородного уравнения (39). Здесь число 
a+ib=i является простым корнем характеристического уравнения. Поэтому 

y, =х(А cos x+B sin x) 
у =Acosx+B зп х-+х(—А sin ¥+B cos x) 

у’ — 2A sin X+2B cos x—x(A cos x+B sin x) 

| —2A sin x+2B cos x=sin x; 

| 
—2A=}I, 2B=0; A=— ~~ В=0; 

| 
=— —xXcoSs X. и 9 

Следовательно, 

I 
у=— > #603 х-+ С, со$ х+ 65 sin x 

будет общим решением уравнения (39). 

(42) 

(43)
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15. Рассмотрим дифференциальное уравнение движения 
точки по оси Ох: 

а2х ( < 

dp ПХ Gq): (44) 
dx dx 

где { — время; Xx, W dp соответственно положение, скорость 

и ускорение точки в момент времени Е. Предположим, что 
в рассматриваемой области правая часть уравнения (44) удов- 
летворяет условиям теоремы существования и единственности 
решения задачи Коши и, кроме того, 

f(t, 0, 0) =O при всех tbo. (45) 

Тогда уравнение (44) имеет нулевое решение 

==(Q, (46) 

Это решение удовлетворяет нулевым начальным условиям: 

dx | 
= — = {= 47 x=0, it О при t=—to (47) 

Движение, соответствующее решению (46), представляет собой 
состояние покоя (см. гл. HI, п. 2). 

Будем называть решение (46) невозмущенным решением, 
а соответствующее ему движение невозмущенным движением. 
Всякое решение 

| = x(t) (48) 
с ненулевыми начальными условиями: 

dx 
— =00 при f=, (49) 

dt | 

где x? +v4 5-0, будем называть возмущенным решением (дви- 

жением), а числа Хо H Vo — возмущениями. 
Нулевое решение (46) называется устойчивым в смысле 

Ляпунова при t—»- со, если по всякому положительному числу 
= >0 найдется такое положительное число 6>>0, что из не- 
равенств: 

Х — №, 

| №| <6, || < 6 (50) 

следуют неравенства: 

1х (| <e, oO | <е (51) 

при всех #6.
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Если хотя бы для одного =>>0 не существует соответствую- 
щего 6>0, то решение (46) называется неустойчивым. 

Решение (46) называется асимптотически устойчивым, если 
CHO устойчиво, и, кроме того, 

Ах (1 
x (t)—+0, aN) 0 при t—»-+oo, (52) 

Наиболее просто вопрос об устойчивости исследуется в слу- 
чае, когда уравнение (44) есть однородное линейное уравнение 
второго порядка с постоянными коэффициентами. 

Пусть дано уравнение 

2х Ах 
ae +a ит + а2х==0, (53) 

где Q; и а2 — постоянные вещественные числа. В этом случае 
об устойчивости нулевого решения х==0 можно судить по кор- 
ням характеристического уравнения 

2+. ayA+a2—0 (54) 

и соответствующему HM виду общего решения уравнения (53). 
Если оба корня характеристического уравнения отрицатель- 

ны или имеют отрицательную вещественную часть, то нулевое 
решение х==0 устойчиво и притом асимптотически. 

Если хоть одно из характеристических чисел положительно 
или имеет положительную вещественную часть, то решение х==0 
неустойчиво. 

Если характеристические числа чисто мнимые, то решение 
x ==0 устойчиво, но не асимптотически. 

В случае, когда один корень характеристического уравнения 
равен нулю, наличие устойчивости решения х==0 зависит OT 

=0 (неасимптотически) устой- 
uMBO, если второй корень отрицателен, и неустойчиво, если он 
положителен. В рассматриваемом случае а2=0, и устойчивость. 
определяется знаком аа. 

Наконец, если оба корня характеристического уравнения 
равны нулю, так что а1==а2==0, и уравнение (53) принимает 
РИД 

и == 0, (55) 

то решение х==0 неустойчиво. 
16. Предположим, что материальная точка массы т дви- 

жется по оси Ох под влиянием следующих сил: 
1) восстанавливающей силы, стремящейся вернуть точку в 

положение равновесия, —ax(a>0);
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2) силы сопротивления среды, с (6>0); 

3) внешней силы, направленной по оси Ox и равной F(t) 
в момент времени Е. Тогда, согласно второму закону Ньютона, 
находим 

d2x dx : 
т =—b — —ax-+F (tr). 26 

Это’ дифференциальное уравнение движения данной точки. 
Характер движений (решений), определяемых этим уравнением, 
которые обычно называются колебаниями, зависит от выбора 
начальных данных и от соотношений между силами, действую- 
щими на точку. Для упрощения записи введем обозначения: 

_ В ГО. h= = , = (57) 
Тогда уравнение (56) может быть записано в виде 

d*x dx ,, 
Gp tha, +R x=f(t). (58) 

Уравнение 

с он 4 их 0, (59) 

соответствующее случаю, когда внешняя сила: тождественно 
равна нулю, называется уравнением свободных колебаний. 
Если f(t) #0, то уравнение (58) называется уравнением вы- 
нужденных колебаний. 

Изучение движений, определяемых уравнением свобод- 
ных колебаний, сводится к рассмотрению вида корней харак- 
теристического уравнения 

42+ 2haA+k2=0. (60) 

Рассмотрим сначала колебания в среде без сопро- 
тивления, т. е. когда A=OQ. Уравнение (59) принимает вид 

02 

ae 0, (61) 

Его характеристическое уравнение 

2—0 (62) 
имеет чисто мнимые корни Л, 2= 51, и общим решением урав- 
нения (61) будет 

х= С! cos kt+Ce sin Rt (63)
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или (полагая Cy=A sing, С›=А cos g) 

x=A эт (ЕЁ). (64) 

Такое движение называется чисто гармоническим колебанием. 
Число А называется амплитудой этого колебания, К — частотой, 
ф — начальной фазой. Значения А и ф определяются из началь- 
ных условий: 

ах | 
X=Xo. 7 =0 При t=—lp. (65) 

dt 

Решение х==0, определяемое уравнением (61), будет устой- 
чивым, но не асимптотически (почему?). 

Если колебания происходят в среде с сопротивлением, TO 

М, 2=——й- 2—2. (66) 

Ограничимся случаем h2< К? и h>O. Тогда 

x=Ae-" sin (у 2—2 t+9). (67) 

Такое движение называется затухающим гармоническим коле- 

банием с амплитудой Ae-"t, частотой ]—1? и начальной 
фазой ф. Число А называется начальной амплитудой. Значения 
чисел А и ф определяются из начальных условий (65). 

Решение х==0, определяемое уравнением (59), асимптоти- 
чески устойчиво (почему?). 

Рассмотрим один частный случай уравнения вынужденных 
колебаний (58), когда внешняя сила является синусоидальной 
величиной и колебания происходят в среде без сопротивления: 

ах 
Te +k2x=M sin of. (68) 

Общее решение этого уравнения представляет собой сумму 
общего решения соответствующего однородного уравнения (61) 
и частного решения х1=л4(Г) самого уравнения (68): 

x=A sin(kt+q@)+(t). (69) 

Соответствующие им колебания называются вынужденными. 
Они складываются из свободных колебаний (64), определяемых 
уравнением (61), которые называются в рассматриваемом слу- 
чае собственными колебаниями точки и некоторого колебания 
Х1 =! (Г), определяемого уравнением (68). Колебание х!=х1 (1), 
соответствующее нулевым начальным условиям:
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а 0 при №, (70) 
dt 

называется чисто вынужденным колебанием. 
Частное решение х.==х4(Т) уравнения (68) можно найти 

методом неопределенных коэффициентов. При этом вид част- 
ного решения х.=х:(Г) и соответствующего ему колебания су- 
щественно зависит от соотношения между частотой w внешней 
силы и частотой Rk собственных колебаний. Различают два 

Ха =0, 

случая. 
|1. ok. Тогда 

М 
= а Sin at, (71) 

, M , 
x=A sin(kt+@) + а Sin wf; (72) 

2. w=kR (резонанс). В этом случае 

М 
= — oF t cos Rt, (73) 

M 
x=A sin (kt-+@) — ob t cos Rt. (74) 

Общему решению (74) соответствуют колебания с неогра- 
ниченно возрастающей амплитудой вследствие 
наличия в нем так называемого векового члена — слагаемого, 
содержащего множитель # при косинусе. 

17. Линейное дифференциальное уравнение с постоянными 
коэффициентами во многих случаях может быть проинтегри- 
ровано так называемым операционным или операторным мето- 
дом, который состоит в использовании операционного исчисле- 
ния для нахождения решений этого уравнения. Этот метод 
позволяет свести интегрирование дифференциального уравнения 
к выполнению некоторых чисто алгебраических операций, бла- 
годаря чему он получил весьма широкое распространение. 

Приведем необходимые сведения из операционного исчис- 
ления. При этом нам потребуется понятие об определенном 
интеграле от комплексной функции вещественной -переменной f. 
Пусть 

f(t) =и( (0, (75) 
где u(t) и u(t) — вещественные функции от Ь определенные 
в некотором интервале (а, 5), конечном или бесконечном в одну 
или обе стороны. Тогда по определению полагают
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b b b 

Гкоа- Гида Гоа (76) 
а а а 

Нетрудно убедиться, что интегральное исчисление для веще- 
ственных функций распространяется на комплексные функции 
вида (75). Пусть x(t) есть некоторая вещественная или ком- 
плексная функция вещественной переменной [ определенная 
при всех t>0. 

Рассмотрим следующий несобственный интеграл: 

+00 

o(p) = | x(t)e-Ptdt, (77) 
0 

зависящий от параметра р, который представляет собой KOM- 
плексное число, p=o-+it (рис. 52). Интеграл (77) называется 
интегралом Лапласа. 

Если функция x(t) непрерывна и удовлетворяет неравенству 

|x(t)| <Meet при всех t>0, (78) 

где М и 0 — вещественные постоянные числа, то интеграл 
Лапласа сходится при всех значениях р, вещественная часть 
которых больше Oo, Ке(р) =о©>>00 и, следовательно, представ- 
ляет собою функцию комплексной переменной р, определенную 
во всех точках комплексной плоскости (р), лежащих правее 
прямой OOo (см. рис. 52). 

Действительно, оценивая подынтегральную функцию, на- 
Ходим 

| x(f)e Pt | = | х(В еее | — | х(В) | ©7291 | е- |. — (79) 
Но г 

| e-?*t |= | cos tt—i sin тЁ| = 1, | 
|х(1)| <Мемы. (80) = 

Поэтому | | 

| x(t)e-Pt | <Me--oot, (81) rtp Flr 
Так как при oOo интеграл 

Г е— (6—6) | (82) 0 хр ; —— 

сходится, то интеграл (77) Е— 
тоже сходится при O>Oo. | и 

В дальнейшем будем пред- 
полагать, что все функции, Рис. 52. 
для которых рассматривается 
интеграл Лапласа, непрерывны и удовлетворяют условию (78).
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Рассмотрим оператор Лапласа — Карсона 
оо 

х (р) =p | «(де-вчь, (83) 

отличающийся OT интеграла Лапласа только множителем р. 
Он ставит в соответствие с каждой функцией x(t), удовлетво- 

ряющей условию (78), некоторую функцию х(р) от комплексной 

переменной р. Будем называть функцию х(р) изображением 
функции x(t), а саму функцию x(t) — оригиналом для функ- 

ции х(р). Соответствие между оригиналом и изображением 
будем символически изображать так: 

x(t)<x(p) или х(р)=х(0, (84) 

где стрелка направлена от изображения к оригиналу. Изобра- 
жение существует для всякой непрерывной функции x(t), удо- 
влетворяющей условию (78). 

Отметим некоторые свойства изображений, которые пона- 
добятся для дальнейшего изложения. 

1. Если x(t)<x(p), то cx(t)<cx(p) (c=const). 

2. Если x(t)<x(p), y(t)<y(p), то x(t)+y(t)<+x(p)+y(p). 
3. Если функция x(t) имеет непрерывную производную Хх” (0), 

удовлетворяющую вместе с x(t) условию (78) и x(t)<x(p), TO 

x! (t)<px(p) —px(0). (85) 
В частности, если х(0) =0, то 

x’ (t)<px(p), (86) 
так что дифференцирование оригинала соответствует умноже- 
нию изображения на р. 

Действительно, находим 

x’ (р) =p] x’ (t)e-Ptdt. (87) 

Интегрируя по частям, получим 
+00 +00 

х’ (р) =p [ e-ptx (6) | +o J x (t)e-Ptdt| ; (88)
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Так как в силу оценки (81) функция е-Р*х (Г) обращается в нуль 
на верхнем пределе [при Re(p) > oo], то 

x (р) =—px(0)+px(p) или x’(t)<px(p)—px(0). — (89) 
4. Если функция х(Г) имеет непрерывные производные до 

порядка п включительно (удовлетворяющие вместе с X(t) усло- 

вию (78)) и x(t)<x(p), TO 

х (t) < p"x (р) —p"x (0) —р"-1х' (0)—... —рж"-9(0). (90) 
В частности, если х(0) =х” (0) =... =x (0) =0, то 

(= prx(p). (91) 
Убедимся, что формула (90) верна при п=2. Тогда 

+00 со 

x” (р) =pJ x" (t)e-Ptdt=p [ее +p] x! (t)e-Ptdt | = 

=p [—x’ (0) + рх (р) —px (0) ] =p?x(p) —p2x (0) —px’(0), (92) 
т. е. 

x” (t) <-р2х (р) —px (0) —px’ (0). (93) 
Методом математической индукции убеждаемся, что фор- 

мула (90) справедлива при любом п. 
Приведем таблицу изображений (табл. 1) простейших функ- 

ций, в справедливости которой легко убедиться непосредствен- 
ными вычислениями. 

Пользуясь табл. 1 и установленными выше свойствами изо- 
бражений, можно найти решение задачи Коши для линейного 
уравнения с постоянными коэффициентами, если это уравнение 
однородное или его правая часть может быть представлена 
в виде суммы функций, содержащихся в таблице, или их линей- 
ной комбинации с постоянными коэффициентами. 

Пусть дано линейное уравнение 

R 

(mM taxm ht), ban ix’+anx=f (t) (= ет) (94) 

где 41,..., аи — постоянные вещественные числа, а функция 
f(t) задана и непрерывна при 1—0. Поставим начальные 
условия 

Х==Х X= XK, wees x)= xX") при t=0. (95)
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Пусть х=х(Р) есть решение задачи Коши (94)— (95). Это 
решение существует и единственно. Построим изображение 
решения x=X(t). С этой целью возьмем изображение обеих 
частей уравнения (94). Получаем 

x) (р) + ax) (р)... Ч ат-ах' (р) Нах (р) =). = (96) 
Таблица 1 

x(2) х(р) Ве (р) 

С (C=const) С Re (р) >0 

п! 
1" (п — натуральное) — Re (р) >0 

р” 

ем (A — const) р Re (р) >Re (A) 
р—^, 

п! р 
tm ем (п — натуральное, A — const) Re (р) >Re (A) 

(p—A)n+t 
p(p—a) 

eatcos bt (а и 6 — вещественные) Ве (р) >a 
|  (р-—а)?+ 5? | 

р? 

cos bt (65 — вещественное) —__ Re (p) >0 
р2- b2 

bp 
ett sin bt (a и В — вещественные) Re (p) >a 

(p—a)*+6? 

bp 
sin bt (b — вещественное) — Re (р) >0 

р2- 5? 

2__ р? 
tcos bt (b — вещественное) P(P Re (р) >0 

(p2+b2)2 

bp2 
fsin bt (6 — вещественное) 20P Ве (р) >0 

(р?+ 52)? 

p? 

chat (а>0) — Ве (р) >a 
р*— а? 

shat (а>0) OP __ Ве (р) >a 
p?—a? 

Заменяя изображения производных их значениями, согласно 
формулам (85) и (90), принимая во внимание начальные усло- 
вия (95), находим
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px (р) — ртхо— "1х, —... — рт 

ал [р”б1х (р) — р” хо— рт, —... —pxim-9] +... 

Чан [рх (р) —рх] ах (р) =f (p). (97) 

Собрав члены, содержащие х(р), и перенеся все остальные 
члены в правую часть, получим 

(р”--р"-1-... Нара») х(р)=Кр)+ф(р), — (98 
где 

ф(р) = ртр"... ржи 
ay [p xo pr x) +... + рхе- 9) +... Нар. = (99) 

Заметим, что коэффициент при x(p) совпадает с левой ча- 
стью характеристического уравнения для уравнения (94). Поль- 
зуясь прежним обозначением 

Р(р) = р-р"... Ка р-Нат, (100) 

запишем уравнение (98) в виде 

P(p)x(p) =F (р) (р). (101) 

Это уравнение называется вспомогательным уравнением для 
задачи Коши (94)— (95) или операторным уравнением, соот- 
ветствующим этой задаче. Из уравнения (101) находим изобра- 
жение искомого решения: 

F(p) ++ (p) 
P(p) — 

Восстанавливая по этому изображению оригинал, получим ис- 
комое решение х=х(®. 

Отметим, что формула (102) для изображения решения при- 
нимает наиболее простой вид, если решение удовлетворяет 
нулевым начальным условиям: 

x=0, x’=0,..., x™-)=0 при #=0. (103) 

В этом случае 

х(р) = (102) 

(104)
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Пример 3. Рассмотрим уравнение 

.. .. ax 
Ytxesin t (i= ). (105) 

dt? 

Найдем решение, удовлетворяющее начальным условиям 

0 ax t=0 (106) x=0, — =— — при 1=0. 
dt 2 P 

Возьмем изображения обеих частей уравнения. Так как 

— _ — 1 
x” (р) =p? x (р) —p? x (0) —px’ (0) =p? x (р) + >? (107) 

а изображением функции sint является, согласно табл. |, функция a ‚ TO 
p 

_ ] _ 
2х + —p+x (р) = 108) рех (р) + —- p+ (р) 4 ( 

или 
— p(1—p’) p2-+1) x (р) = (109) (P41) ¥ т) 

откуда , 
— p(1—p?) 
х (р) = . (110) 

2(p? +1)? 

Ищем в табл. | изображение, совпадающее с этим изображением илн хотя 
бы близкое к нему. Видим, что функция (110) является изображением функ- 

ции tcost с точностью до множителя -—>. Поэтому искомым решением 

будет 
1 

x(t) =— — Ecos ¢. (111) 

Пример 4. Найти решение уравнения 

.. 1 
х—х= —— et}, 112 2 (112) 

удовлетворяющее нулевым начальным условиям: 

0 ax 0 t=0 x=0, — =0 при 2=0. 7 р (113) 

Составим вспомогательное уравнение, пользуясь формулой (101) и 
табл. 1. Получим 

р 
2—1) x (р) = (p?—1) x (р) 1) 

откуда 

x (р) _ | 

р 2(p—1)? (p+1)_ 
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Разложим правую часть на простейшие рациональные дроби: 

0 1 | | (116) 
p (p—1)? 2 p-l 2 pt+l 

Поэтому 

1 р 1 р | р 
+ | (117) 

(p—1)*? 2 p-l 2 pti 

Пользуясь табл. 1, получим 

(j= (: ео .} (118) x(t) = — | tet— — е-+ —e-! }. 
4 2 2 

Пример 5. Найти решение уравнения 

x’ —x=0, (119) 

удовлетворяющее начальным условиям: 

x=1, x’=1, x”=1 при t=0. (120) 

Для составления вспомогательного уравнения воспользуемся формулой 

(101). В нашем случае Кр) =0, Р(р) =рз—1, ф(р)=рз+р?-р. Поэтому 
вспомогательным уравнением будет 

(p>—1) x (р) =p? +p’ +p, (121) 
откуда 

x(p) = — (122) 
р—1 

Искомое решение 

x=et, (123) 

$ 5. УРАВНЕНИЯ, ПРИВОДИМЫЕ К УРАВНЕНИЯМ С постоянными 
КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

18. Одним из приемов, позволяющих во многих случаях при- 
вести однородное линейное уравнение 

yr ра (ху... +Pn—-1(x) y’+pn (x) y=0 (1) 

к уравнению с постоянными коэффициентами, является замена 
независимой переменной, которая, как отмечено в п. 3, не на- 
рушает ни линейности, ни однородности данного уравнения. 

Н. П. Еругин и югославский математик Т. Пейович! пока- 
зали, что если такое приведение возможно, то только при по- 
мощи подстановки 

t=c/ Von (x). dx (c=const), (2) 

1 Матвеев. Методы интегрирования, стр. 424.
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которая приводит уравнение (1) к уравнению с постоянным 
коэффициентом при искомой функции. 

Пример 1. Рассмотрим уравнение 

1 
y” — — y+ 4x2y=0. (3) 

x 

Подстановка (2) принимает вид 

t=c f у 4x2dx, (4) 

откуда, полагая c=1, находим (опуская произвольную постоянную интегри- 
рования): 

t= x?, (5) 
Выполняя эту подстановку, имеем 

Ши”. tf ayy’. . И — и”. 2 a 6 
yf HY rE ay 2x, Yay Ae ty (6) 

Подставляя (6) в уравнение (3), получим уравнение с постоянными коэффи- 
циентами 

yt y=9, (7) 

откуда 
y=C,cost+Cy sint. (8) 

Следовательно, 

у= С! cos x?+C2 sin x? (9) 

есть общее решение уравнения (3). 

19. Уравнение вида 

хту нахо... а,ху’атиу=0, (10) 

где 4.1, ..., а — постоянные вещественные числа, называется 
уравнением Эйлера. 

Если сделать коэффициент при у”), равным единице, т. е. 
переписать уравнение Эйлера в виде 

yO yop. + SEE yf Sy 9, (11) xn 4 xn 

то точка х=0 обращает в бесконечность все коэффициенты 
полученного уравнения, кроме первого. Будем называть точку 
Xx=0 особой точкой уравнений (10) и (11). Покажем, что урав- 
нение Эйлера всегда приводится к уравнению с постоянными 
коэффициентами при помощи соответствующей замены незави- 
симой переменной.
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Подстановка (2) при х>0 принимает вид 

tae f arsine (12) 

и опускаем произвольную постоянную (полагаем c= — 

Та» 

интегрирования ) откуда 

x=el, (13) 

Выразим производные от у по х через производные от у по t: 

] \ 

УИ "и SU 
dd 
dx dt ’ (14) 

Y= (Une tue Ne t= (Yn — и, ем, 
и т 

ит (у, ..., YO ет | 

Выполняя теперь в уравнении (10) подстановку (13), видим, 
что степени x (x=e') взаимно уничтожатся со степенями et, 
и мы получим однородное линейное уравнение п-го порядка 
с постоянными коэффициентами 

y+ byD4 ... +n’ +bny=0. (15) 
Найдя общее решение уравнения (15) и заменив в нем # 

на |пх, придем к общему решению уравнения Эйлера в области 

0<х< оо, [у| <, |у| <, ..., | у" ®| «+. 

Для отрицательных значений х при помощи подстановки 

х—=—е получим тот же аналитический вид общего решения. 

Так как фундаментальная система решений уравнения (15) 
состоит из функций вида 

et eat cos bt, e% sin Ot; } 

тем тем cos bt, тем sin Ot, 
(16) 

то фундаментальная система решений уравнения Эйлера со- 
стоит из функций вида 

хм, x*cos(b шх), ха зт (В In x); \ \7 

xh. (шх)т, ха соз (6 In x)-(Inx)™, ха sin(d In x).(Inx)™. (17)



250 Гл. УГ. Линейные уравнения высших порядков 

Уравнение вида 

(ах) пуб-на: (ах 6)" уе... + 

На,— (ах) y’+any=0 (18) 

приводится к уравнению с постоянными коэффициентами при 
помощи подстановки 

| ax+b |=". 

Пример 2. Рассмотрим уравнение 
. x2y” —4xy’+ 6y=0. 

Полагая х=е, находим 

6. | у=у 

(—4%) | у =уе" 
х t 

2, и о Ио _ 

| Hee = (У) Om 
Y,— 59, + 6y=0, 

откуда 

y= C,e7# + Соез. 

Следовательно, 

y=Cyx2?+C2x3 

есть общее решение уравнения (20). 
Фундаментальной системой решений уравнения (20) будет 

У =х?, Yo=X3. 

(19) 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 

Заметим, что она состоит из функций, конечных в особой точке x=0 
и даже голоморфных в окрестности этой особой точки. Вронскиан реше- 
ний (24) равен х“. Он обращается в нуль в точке х=0. Это не противо- 
речит теории, ибо: точка х=0 особая. 

Пример 3. Пусть дано уравнение 

xy” + 3xy’+y=0. 

Выполняя подстановку х=е!, получим 
tt , _ 
Y rey +y=0, 

откуда 

| 
= —— (С:-+С. In x). 

x 

Фундаментальной системой решений уравнения (25) будет 

1 In x 
Y= —, y= —— 

x x 

(25) 

(26) 

(27) 

(28) 

Здесь оба решения стремятся к бесконечности, когда х стремится к особой 
точке Х=0.
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Пример 4. Для уравнения 

x?y” + ху’ +y=0 (29) 
имеем 

x=et, y+ ¥=0, y=C, cos t+Cz sin Ё, 

y=C; cos In x+ С» sin In x. (39) 

Неоднородное уравнение Эйлера 

xry™)tayxrsy MDL, +n sxy! + Any =f (x) (31) 
всегда интегрируется в квадратурах (почему?). Если f(x) = 
—=Р(шх)х“, где.Р — полином, TO оно интегрируется в элемен- 
тарных функциях (почему?). 

Пример 5. Рассмотрим уравнение 

о | 
xy” + y’— > у=4. (32) 

Умножая обе части на х, получим неоднородное уравнение Эйлера 

ху” xy’ —y=Ax. (33) 

Полагая х=е!, придем к уравнению 

y” —y=4et. (34) 

Это уравнение имеет частное решение 

y1 =2tet (35) 

(почему?). Поэтому 
С 

y=2tet+Cyet+Cre-?; y=2x Inx+Cyx+ — (36) 
Xx 

20. Уравнение Чебышева 

(1—2) y”—xy’+n2y=0 (37) 

подстановкой 

n2 

=е JV x dx = arc cos x (38) 

ИЛИ 
x=cos t (39) 

приводится к уравнению с постоянными коэффициентами 

° у„--ту=о (40) 

(почему?). Поэтому. общим решением уравнения Чебышева (37) 
будет 

у= С1 со$ И агс со$ х-НС› sin n arc cos x. (41)
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Если п — целое, то частное решение 

Y,=COS И arc cos x (42) 

есть IIOJIMHOM степени п (почему?). Он называется полиномом 
Чебышева и обозначается через Tp: 

Ти = с0$ N arc COs Xx. (43) 

Полином Чебышева представляет собой решение уравнения 
Чебышева, конечное в особых точках х=-. 

21. Для приведения однородного линейного уравнения (1) 
к уравнению с постоянными коэффициентами можно наряду 
с заменой независимой переменной использовать однородную 
линейную замену искомой функции 

y=a(x)z, (44) 
которая тоже не нарушает ни линейности, ни однородности 
уравнения (1). 

Пример 6. Уравнение Бесселя 

| 
ху" + ху’ + я y=0 (45) 

при помощи подстановки 

| 
y=——2z (46) 

ух 

приводится к уравнению с постоянными коэффициентами 

2’+z=0 (47) 

(почему?). Поэтому 

cos x sin x 
y=C,y —— +C, —— (48) 

ул | x 

будет общим решением уравнения (45). 

$ 6. ОДНОРОДНЫЕ ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

С ПЕРЕМЕННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

22. Рассмотрим однородное линейное уравнение 

y” +p (x) y’+4(x)y=0, (1) 
коэффициенты которого непрерывны в интервале (a, 5). Пока- 
жем, что при помощи подстановки вида 

y=a(x)z, (2) 
где г — новая неизвестная функция, уравнение (1) можно при- 
вести к виду, не содержащему члена с первой производной.
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Действительно, выполняя в уравнении (1) подстановку (2), 
получим 

ога 2 ар (о2- 2’) + 9а2=0. (3) 

Приравнивая нулю сумму коэффициентов при 2’, получаем 

2а/ ра = 0, (4) 

откуда 

- [2 а 

а(х) =е 2 (C=1). (5) 

Подставляя это значение a(x) в (2), получим искомую под- 
становку 

_ f Po) 
y=e 2 2. (6) 

При помощи этой подстановки уравнение (1) преобразуется 
к виду 

2”+I1(x)z=0, (7) 

где 

i(xy=— РР 44). (8) 

Может оказаться, что /(x)=const или [(х) = Тогда 
(х—а)?` 

уравнение (7) интегрируется в элементарных функ- 
циях (почему?), а уравнение (1) —в квадратурах. 

Пример 1. Рассмотрим уравнение 

” , x? 1 
у +xy'+ (— -—) yao. (9) 

Здесь 

[(x)=—], (10) 
поэтому подстановка 

x2 

у=е ‘2 (11) 
приводит уравнение (9) к виду 

2” —z=0. (12) 

Общим решением уразнения (9) будет 

4 

у=е * (Cye*+Cze-*). (13)
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23. Уравнение вида 

р(х) у" р’ (х)у--9 (х)у=0 или [p(x)y’]’+aq(x)y=0, (14) 
в котором коэффициент при y’ есть производная от коэффи- 
циента при и”, называется самосопряженным уравнением вто- 
рого порядка. Примером самосопряженного уравнения является 
уравнение Лежандра 

(1—x?) y”—2xy’+n(n+1)y=0. (15) 
Уравнение Бесселя 

к (ап) y=0 (16) 
не самосопряженное, но легко приводится к самосопряженному 

виду. Для этого достаточно умножить обе части его на x 

Получим: 
2 

xy” +y’+ ( x— — =. (17) 

Покажем, что всякое однородное линейное 
уравнение второго порядка 

po(X)y”+p1(x) y’+p2(x) y=0 (18) 
может быть приведено к самосопряженному 
виду. 

В самом деле, умножая обе части уравнения (18) на функ- 
цию w= p(X), находим 

Poy" + wPay” + ирзу=0. (19) 

Это уравнение будет самосопряженным, если и удовлетворяет 
условию 

ир1 = (иро)’ или рор’-Ё (р, —p1) в =0, (20) 

откуда 

Pi dx 

= 1,J po (СИ). (21) 
0 

При таком выборе функции ци уравнение (19) примет сле- 
дующий самосопряженный вид: 

[p(x)y’]’+9 (x) y=0, (22) 
где 

1 ах _Р1 ах 

ре № ia) — Ped Pe (23) 
Po
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Пример 2. Привести уравнение Чебышева 

(1х2) у’—ху’+ п?у=0 (24) 

к самосопряженному виду. 
Получим 

—Х ах 
[re l 

е = (25) 
1— x? у 1-х? 

Самосопряженным видом уравнения Чебышева будет 

2 

у!—^ 

24. Пусть дано однородное линейное уравнение второго 
порядка 

(у 1-х у)’ + у=0. (26) 

L(yy=y'+p (x) y’+4 (x) y=0. (27) 
Покажем, что если известно ненулевое частное решение 
yi=yi(x) этого уравнения, т. е. у1(х)==0 и L(y1)=0, то его 
порядок можно понизить на единицу, не нарушая линейности. 

Действительно, полагая 

Y= Hie, (28) 

где г — новая неизвестная функция, находим 

9(х).| y=yiz 
p(x) +} yy 2-12 
=, 2-2, 2-12” 

L(y1)2+ (29, Е ри) = ул" =0 

ИЛИ 

12” + (2y’, + рул) 2’ =0. (29) 

Так как это уравнение не содержит искомой функции, TO его 
порядок понижается на единицу при помощи подстановки 

2’ — и, (30) 

где и — новая неизвестная функция. Получаем 

или’ (29, ру) и=0. (31) 

Таким образом, подстановка 

y=y, | иах (32)
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приводит уравнение (27) к однородному линейному уравнению 
первого порядка (31). 

Интегрируя уравнение (31), находим 

и= ——е . (33) 

Полагая С —=| и подставляя полученное решение ив (32), полу- 
чаем решение данного уравнения (27): 

— f p(x)dx 
e | 

Yyo= 1 7 dx, (34) 
1 

которое, очевидно, линейно независимо с частным решением и. 
Общим решением уравнения (27) будет 

у= Сша Съу». (35) 

Отметим, что формула (34) полезна и в тех случаях, когда и! 
не является элементарной функцией, ибо дает возможность по 
зналитической структуре одного частного решения и1 = ил (х) =20 
и коэффициента р(х) установить аналитическую структуру вто- 
рого частного решения. 

Пример 3. Рассмотрим уравнение 

(x cos x—sin x) y”+x sin x-y’—sinx-y=0. (36) 

Это уравнение имеет, очевидно, частное решение yi=x. Найдем второе 
частное решение по формуле (34). Имеем 

x sin x dx 

x cos x—sinx 

dx= 

ЕЕ sin x 
dx=sin x, Yyo=sin x. (37) 

x2 

Следовательно, 
у=С.х-+ С. sin x. (38) 

Порядок уравнения (27) можно понизить на единицу и не 
зная (ненулевого) частного решения его, если воспользоваться 
способом понижения порядка уравнений, однородных относи- 
тельно искомой функции и ее производных (см. гл. Ш, п. 14), 
но при этом линейность уравнения будет нарушена. 

Положим в уравнении (27) 

у’ =z, (39)
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где г — новая неизвестная функция. Получим уравнение Рик- 
кати 

2’ = —22—p(x)z—q(x). | (40) 
\ 

Но уравнение Риккати интегрируется в квадратурах лишь 
в исключительных случаях. Поэтому выполненное понижение 
порядка не обеспечивает (в отличие от понижения порядка 
в случае, когда известно одно частное решение) интегрируемо- 
сти однородного линейного уравнения в квадратурах. 

Тем не менее приведение однородного линейного уравнения 
второго порядка к уравнению Риккати имеет большое значение 
в теории дифференциальных уравнений, ибо дает возможность 
судить о свойствах решений уравнения (27) по известным свой- 
ствам решений уравнения Риккати (40). 

Обратно, всякое уравнение Риккати 

y’=P(x)yP+Q(x)y+R (x) (41) 

может быть приведено к однородному линейному уравнению 
второго порядка при помощи подстановки | 

1 2 49 

I=—~ Dix) =, (42) 

где = — новая неизвестная функция. 
В самом деле, выполняя в уравнении (41) подстановку (42), 

находим 

_Р’(х) г’ о 2%z—2 _ 1 ЕЯ 
`Р2(х) z P(x) 2 =P(x)| P(x) z — 

= +8) (43) 
Члены, содержащие =”, взаимно уничтожаются, и мы получаем 
однородное линейное уравнение второго порядка 

/ 

2’—[ 2) +9 (а) JetP (xR (x)2=0. (44) 
P(x) 

Формула (42) дает возможность делать заключения о свойствах 
решений уравнения Риккати по известным свойствам решений 
соответствующего однородного линейного уравнения второго 
порядка (44). 

Отметим, что, в частности, уравнению Риккати в канони- 
ческой форме 

y=? +R (x) (45)
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соответствует в силу подстановки 

= — — (46) 

однородное линейное уравнение второго порядка 

г” Р(х)2=0. (47) 

Обратно, однородному линейному уравнению второго по- 
рядка, не содержащему члена с первой производной, 

у" 9 (х)у=0 (48) 

соответствует в силу подстановки 

у’ 

— = — < 49 р (49) 
каноническое уравнение Риккати 

2'=22--4(х). (50) 
Из подстановки (49) видно, что если в однородном линейном 

уравнении второго порядка (48) коэффициент g(x) непрерывен 
в (а, 6) и его частное решение у1=иу1(х) не обращается в нуль 
внутри (а; 6), то соответствующее ему частное решение 
21=24.(х) уравнения Риккати (50) будет определено. и непре- 
рывно во всем интервале (а, 5) и, следовательно, ограничено 
в любом замкнутом интервале [а1, 61|, лежащем внутри (а, В). 

Пример 4. Рассмотрим однородное линейное уравнение второго порядка 

у" —у=0. (51) 

Ему соответствует в силу (49) уравнение Риккати 

===2— |. (52) 

Возьмем Yyi=e*. Это решение определено при всех х и не обращается 
в нуль. Поэтому. соответствующее решение уравнения (52) 2,=—1 должно 
быть определено при всех xX, что в действительности H имеет место. 

25. Если коэффициенты уравнения 

y”+p(x)y’+q (x) y=0 (53) 

голоморфны в окрестности | x—Xo| <p точки х=хо, то, согласно 
теореме Коши, существует единственное решение, голоморфное 
по крайней мере в той же окрестности точки х=хо и удовле- 
творяющее начальным условиям 

Y= Yo, Y=, при x=Xo, (54)



‚ $ 6. Личейные уравнения второго порядка 259" 

/ 

где числа Yo и У, можно задавать произвольно. Это решение 

представимо, таким образом, в виде степенного ряда 

Y=Yot yy (х— хо) + > с (х— о)", (55) 
h=2 

сходящегося по крайней мере в области | x—xo| <. 
Обычно строят фундаментальную систему голоморфных ре- 

шений, нормированную в точке х=х%Хо: 

) 

Ys=1+ >» се) (х—хо)*, 
h=2 

x ) (56) 
Yo==X—Xo+ Dy 2) (x— x0) 

h=2 

Тогда формула 

y=CiyitCoye (57) 

даст голоморфное общее решение уравнения (53) в области 

[х— же | <p, [| <, |y’| <. (58) 
Пример 5. Рассмотрим уравнение 

y” + (2—4x?) y=0. (59) 

Так как коэффициент при у есть целая функция OT X, то уравне- 
ние (59) имеет решение с любыми начальными данными хо, Yo, у, и это ре- 

шение будет целой функцией от X. 
Построим фундаментальную систему решений, нормированную в точке 

х=0, в виде рядов по степеням х: 

и 1+ Sek xt, 
h=2 | (60) 

Yo=X+ > с» xh, 
h=2 ] 

Ряды справа заведомо сходятся при всех X. Остается только определить 

коэффициенты. Их можно найти одним из методов, указанных в гл. V, п. 2Ё: 
Получим: 

х4 x6 2k ) 

= — 2 TOT — в ee yy=l—x*+ о 31 +...4+(-1) A +. , 

(61) 
1. 

Ех ХЗ — x5— — x74 ,,, 
” 30° 70. 
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Следовательно, 

с, (1 , x4 x6 ca | 5 7 . 3 , 69 
— ее... } + r= x8 x8 ty.) 
y= 1 3! ; 3 30 70 (02) 

будет общим решением уравнения (59). 
Заметим, что это общее решение можно записать в конечном виде, так 

как ряд, представляющий решение Yi, легко суммируется. Его сумма равна 
е-=*. Поэтому 

x , yo=e-™ рез de (63) 
0 

Общее решение (62) запишется так: 

x 

y=e-='( С1-+ С» fe? ax). (64) 
0 

26. Если коэффициенты уравнения (53) He голоморфны HH 
в какой окрестности точки X=—Xo, TO точка х=хХ, называется 
особой точкой этого уравнения. В общем случае нельзя гаран- 
тировать существование решений, голоморфных в окрестности 
особой точки X=—Xp. Зато в окрестности особой точки X—Xy 
во многих случаях удается найти решение в виде так называе- 
мого обобщенного степенного ряда 

/ 

oo 

y= (xx)? Si en(x—s0)* (соч), (65) 
k=0 

представляющего собой произведение обычного сходящегося 
степенного ряда по степеням X—Xo на. множитель (X—Xo0)?, 
где о — некоторое постоянное число. Если р есть целое поло- 
жительное число или нуль, то обобщенный степенной ряд (65) 
обращается в обычный степенной ряд и мы получаем решение, 
голоморфное в окрестности точки х= хо. 

В аналитической теории дифференциальных уравнений дока- 
зывается следующая теорема, гарантирующая существование 
хотя бы одного частного решения в виде обобщенного степен- 
ного ряда (65). 

Теорема. Если в уравнении (53), 

y” +p (х)’-+9 (x) y=0, 

коэффициенты p(x) и q(x) представимы в виде 

J ки) У (x— m0)? 
h—O k—0 

p(x) = X—Xo —, g(x) = (x—Xo)? ‚ (66)
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где ряды в числителях сходятся в’ области | х%| <Ю, причем 
Po, Jo U 41 не равны нулю одновременно, то уравнение (53) имеет 
хотя бы одно решение, представимое в виде обобщенного сте- 
пенного ряда (65), где степенной ряд, входящий в правую часть, 
сходится по крайней мере в той же области | хж| <К, что 
и ряды в числителях разложений (66). 

Особая точка X—Xo, в окрестности которой коэффициенты 
p(x) и q(x) представимы в виде (66), называется в аналити- 
ческой теории дифференциальных уравнений регулярной особой 
Точкой. 

Число р находится из уравнения 

e(e—1) + Роб 9=0, (67) 

которое называется определяющим уравнением в особой точке 
X=Xo, а коэффициенты ск отыскиваются методом неопределен- 
ных коэффициентов. 

Оказывается, что если корни 014 и Pe определяющего урав- 
нения (67) различны и их разность не равна целому положи- 
тельному числу (мы считаем, что вещественная часть корня ри 
превосходит вещественную часть корня 02), то существует два 
линейно независимых частных решения вида (65). В противном 
случае второе частное решение, как нетрудно показать, поль- 
зуясь формулой 

— Г p(x)dx oJ 
Yo= Yi ис dx, (68) 

может содержать слагаемое вида 

y-1Y1 п (х— хо). (69) 

В случае кратных корней второе частное решение заведомо со- 
держит слагаемое вида (69). 

‚ Простейшим примером уравнения типа (53) является урав- 
нение Эйлера 

x2y” +axy’ + аги=0. (70) 

27. Рассмотрим иравнение Бесселя 

xy" -+xy' + (—п?)у=0, (71) 
где и — постоянное неотрицательное число. Здесь х=0 — 
регулярная особая точка (почему?). Построим два линей- 
но независимых частных решения в окрестности этой особой 
ТОЧКИ.
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Определяющим уравнением в особой точке х=0 будет 

02—17? =0 (72) 

(почему?). Его корни: р4==И, 02=— И. 
Решение, соответствующее корню р1=и, при специальном 

выборе значения Co имеет вид 

Х n+2k 

> 

у Г. 

где ряд справа сходится при всех x (почему?). Функция Tn (x) 
называется Бесселевой функцией первого рода п-го порядка. 

В частности, функция Бесселя первого рода, т. е. первое 
частное решение уравнения Бесселя при п=0: 

ху" у’ ху=0 (74) 
имеет вид 

| x \?R t0(*) = dy ("Gre (=). (75) 

Если п He равно нулю и He является целым положительным 
числом, то хотя разность корней определяющего уравнения (72), 
равная 2n, может быть целым числом, большим нуля, второе 
частное решение уравнения Бесселя не будет содержать In x. 
Оно будет иметь вид 

ит (x) — a ИЛИТ Е иЕЕВ (5). (76) 

Заметим, что функция т_„(х) в отличие от т„(х) не является 
конечной в особой точке х=0: она обращается в бесконечность 
при х=0. 

Частные решения Yi1=Tn(X) и у›=т_„(х) линейно незави- 
симы (почему?). Поэтому общим решением уравнения Бесселя 
в рассматриваемом случае будет 

у= Ст, (Хх) | С2т-„(х) (п — не целое число). (77) 

В случае когда п есть целое положительное число, в каче- 

стве второго частного решения можно B3ATb 

1 Здесь Г(а) есть гамма-функция 

Г(а) = pot е-хах (a>0). 
у 0
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, x n+2k 
со — |: 20 ОИ n+k (10 (5) k 

70 = 2 и [пс №, Х.|- 
v=1 

a 
0 

roe C=0,5772157 ...— постоянная Эйлера, a y= = 
| v=1 V 

Эта функция называется функцией Бесселя второго рода п-го 
порядка. Функция У„(х), очевидно, обращается в бесконечность 
в особой точке х=0. 

Иногда оказывается целесообразнее в качестве второго част- 

Pad 

| 
ного решения рассматривать функцию = У„(х). Эта функция 

называется ‘функцией Вебера п-го порядка. 
Общее решение уравнения Бесселя в случае, когда п есть 

целое положительное число, имеет вид 

у— С» (х) +C2¥n (x). (79) 

В случае n=O, т. е. для уравнения Бесселя вида (74), 
в качестве второго частного решения можно взять 

k 

Yo (x) =2 Sane (=) [15 +- У-]- в 
v=1 

Функция Yo(x), очевидно, обращается в бесконечность в особой 
] 

точке х=0. Иногда вместо Yo(x) берут функцию — Yo(x). 
л 

Эта функция называется функцией Вебера нулевого порядка. 
Общим решением уравнения Бесселя в случае п=0 является 

y= Со (х) + СУ (х). (81) 

Функции Бесселя не являются, вообще ‘говоря, элементар- 
ными функциями. Но можно доказать, что Jonsi(X) HJ onis (Xx) 

2 2 

выражаются через элементарные функции. В частности, 

2. 
Jy (Хх) = V2 sinx, J 4 (x) =] 2 cos x. (82) 

2. TWX -> лх
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28. Уравнение Гаусса или гипергеометрическое дифферен- 
циальное уравнение имеет вид 

x(x—1)y”+[—y+ (1 а В) х] y’+apy=0, (83) 
где a, B 4 y — постоянные числа. Здесь х=0 и х=1| регуляр- 
ные особые точки (почему?). 

Построим линейно независимые частные решения уравнения 
Гаусса в окрестности особой точки Х=0 в предположении, что 
у не равно ни целому положительному числу, ни нулю. 

Определяющим уравнением в особой точке х=0 будет 

e(e—1)+ve=0 (84) 
(почему?). Ero корни р.=0, р›=1—у. Так как их разность 
в силу сделанного предположения относительно у не является 
целым числом, то оба решения можно найти в виде обобщен- 
ных степенных рядов. 

Найдем решение, соответствующее нулевому корню р1=0. 
Оно является обычным степенным рядом | 

со 

y= >) cart (co#0), . (85) 
А —0 

т.е. голоморфно в окрестности особой точки х=0, причем 
ряд (85) заведомо сходится -при | х| <1 (почему?). Подставляя 
ряд (85) в уравнение (83) и приравнивая нулю коэффициенты 
при всех степенях xX, найдем, полагая со==1|, что 

ae(a-+l) ... at (#—1)] B(B+1) -- (B+ (2-01. 
ee Riy(y+1)...fy+(R-1)] (86) 

Следовательно, искомым частным решением будет 

= Р (а, В, у; х) =1+ 

ST (atl)... [at (&—1) 14-81)... [8+ (&—1] 
+m Riv(ytl)...ly+(R—-1)] uD) 

Ряд справа называется гипергеометрическим. Он сходится при 
|х| <1 (почему?). Если a=I1, B=y, то ряд (87) обращается 
в геометрическую прогрессию 

FC, В, В; = Уже |х| <1. (88) 
k=1
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Можно доказать, что второе частное решение, т. е. решение, 
соответствующее корню р2=1|р—%, имеет вид 

Yyo=x'-YF (a+1—y, B+1—y, 2—¥; x). (89) 
Входящий сюда степенной ряд сходится при |x| <1. Поэтому 
формула 

y=CiF (a, В, у; х) +Cox*-VF(at+I—y, B+1—y, 2—у; x) (90) 
дает общее решение уравнения Гаусса в области 

[х| < 1 (x40), [у| <, [У | <. (91) 
29. К уравнению Гаусса приводятся многие другие диффе- 

ренциальные уравнения. В частности, к нему приводится урав- 
нение Лежандра 

(1 —x?) y4—2xy’+n(n+1)y=0. (92) 

Для этого достаточно положить 

х=1— 22. (93) 
Тогда 

у = г =y' =y,( — : ), 
Xx 2х 2 x’ 9 

y wt 
Уж Уд» 

и мы получаем 

z(z—1) y”-+(—1422) y’/—n(n+1)y=0. (94) 
Это есть уравнение Гаусса с параметрами: 

=n+l, В=р— м, у=1. (95) 

Оба: корня определяющего уравнения 

e(p—1)+p=0 (96) 

в особой точке 2=0 равны нулю. Поэтому одно решение будет 
голоморфно в окрестности точки 2=0, а второе будет обяза- 
тельно содержать |п г. Если, в частности, n — целое положи- 
тельное число, то гипергеометрический ряд, дающий первое 
решение, обрывается и превращается в полином степени п. 
Следовательно, при п целом, большем нуля, одно из решений 
уравнения Лежандра будет полиномом от х: 

Pa (x) == Е (и, —п, 1; =). (97) 

Этот полином называется полиномом Лежандра. 
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30. Рассмотрим однородное линейное уравнение второго 
порядка 

ур (ху 9 (х)у=0, (98) 

коэффициенты которого непрерывны в интервале (а, 6). Всякое 
решение у=иу(х) этого уравнения определено и дважды непре- 
рывно дифференцируемо во всем интервале (а, 6). Изучим 
вопрос о числе нулей ненулевого решения y= у(х), т. е. 
о числе вещественных корней уравнения y(x) =0 или, что TO же, 
о числе точек на интервале (а, 6), в которых интегральная кри- 
вая у=у(х) пересекает ось Ох. Заметим, что ненулевое решение 
не может касаться оси Ох на интервале непрерывности коэф- 
фициентов (почему?). Шоэтому всякий раз, когда решение 
у=иу(х) обращается в нуль, оно меняет знак. Так что чем чаще 
решение обращается в нуль, тем чаще оно меняет знак — 
сильнее колеблется. 

Все нули любого ненулевого решения у=иу(х} при сделан- 
ном предположении относительно непрерывности р(х) и q(x) 
изолированы, T. е. для каждого нуля хХ=хо найдется такая 
окрестность, в которой нет других нулей решения у=у(х). 

В самом деле, пусть точка х=х* лежит внутри (а, 6) и 
является точкой сгущения нулей решения y=y(x). Тогда 
у(х*) =0, y’(x*) =0 (почему?). Поэтому в силу единственности 
y=y(x) есть нулевое решение вопреки предположению. 

‚ Из доказанного следует, что во всяком замкнутом интер- 
Basie [a, В], лежащем внутри интервала (а, 6), может содер- 
жаться лишь конечное число нулей любого ненулевого 
решения Y= У(х). 

В дальнейшем при изучении колебательного характера 
решений уравнения (98) речь будет всегда идти только о He- 
нулевых решениях. 

Решение y=y(x) называется колеблющимся в интервале 
(a, 6), если оно обращается в этом интервале в нуль не менее 
двух раз. В противном случае, решение у=иу(х) называется 
неколеблющимся в интервале (а, 6). 

При изучении колебательного характера решений достаточно 
ограничиться рассмотрением уравнения вида 

У’-9 (x)y=0, (99) 
ибо уравнение (98) при помощи подстановки 

— 29 аа 

=e 2 2 (100) 

приводится к уравнению, не содержащему члена с первой про- 
изводной. При этом нули функций у и г совпадают.
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Если q(x) =q=const, TO колебательный характер решений 
вполне определяется знаком числа g: при 9=<0 все решения, 
не колеблющиеся в любом интервале (а, 6), при 9>0 все 
решения колеблющиеся в достаточно большом интервале (по- 
чему?). Отмеченный признак неколебательности решений пе- 
реносится и на случай, когда 9(х) есть функция OT х. 

Теорема. Если 9(х) <0 а (а, 0), то все решения уравне- 
ния (99) неколеблющиеся. 

| 

y=ylt) 120052 Y=Sing 
ennai. a ` 

ol [Am 1 —т Е ол eee! 

2 2 

Рис. 58. Puc. 54. 

Действительно, предположим, что существует решение 
y=y(x), колеблющееся в интервале (a, 6). Пусть Х=ж и 
х==х!— его последовательные нули [лежащие в (a, 5)]. Неумаляя 
общности, будем считать, что у(х)>0 в (Xo, х1) (рис. 53). 
Тогда У’(х) 0. Но y’(x0) 40 (почему?). Поэтому и’ (хо) >0. 
Аналогично убеждаемся, что и’(х4) <0. Однако последнее He- 
возможно, ибо из уравнения (99) следует, что 

у" (x) =—9(х) у(х) =0 при хх, (101) 

так что y’(x) не убывает в [Xo, x4]. 
Отметим, что доказанное условие неколебательности реше- 

ний является лишь достаточным. Например, все решения урав- 
нения Эйлера 

ey" + ay =0, (102) 

где а2— — неколеблющиеся в интервале (0, co) (почему?). 

31. Сравним колебательный характер решений одного и 
того же уравнения. На примере уравнения 

уу=0 (103) 
мы видим, что нули его линейно независимых частных реше- 
НИЙ Y1=COSX, Yo=sSinx взаимно разделяют друг друга, т: е.
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между двумя последовательными нулями одного решения лежит 
в точности один нуль другого (рис. 54). Это свойство решений 
распространяется и на случай уравнения с переменными ко- 
эффициентами. 

Теорема Штурма. Если yw=yi(x) и у=у2(х) — 
линейно независимые частные решения уравнения (70), коэф- 
фициенты которого непрерывны в интервале (а, 5), то между 
двумя последовательными нулями решения Yi=Y1(X) лежит 
ровно один нуль решения Yo=Yo(X). 

В самом деле, допустим противное. Пусть =X и Х=А! — 
последовательные нули решения и. =иу.(х), лежащие в интер- 
Base (а, 6), и решение уг==у2(х) не обращается в нуль в (Xo, Хи). 
Пусть, например, y2(x)>0 в (Xo, x1). Заметим, что у2 (хо) 50, 
У2(х1) £0 (почему?). 

Рассмотрим тождество 

[ 2) |=- W(x) (104) 

Yy2(x) у? (x) 

где W(x) — определитель Вронского решений и1=и1(х) и Yo= 
—у2(х). Интегрируя ero по ‘интервалу [хо, х1|, получаем 

Хх! Г-н о 
Здесь левая часть равна нулю, а правая отлична от нуля (по-. 
чему?). Следовательно, наше предположение неверно. В интер- 

вале (Xo, X14) имеется хоть одна точка х=х, в которой решение 
Yo=Y2(xX) обращается в нуль. 

Покажем, что такая точка только одна. Пусть существуют 

две такие точки: X=—X, и Х=хо, причем х< << ха. Тогда, 
поменяв ролями решения у1==иу1(Х) и у=у2(х), мы получи- 

ли бы, что между нулями х=х1 и х=х› решения у2(х) лежит 
хоть один нуль х=х* решения Yi=—Y1(X). Этот нуль лежит 
между нулями х=%№ и X—=X4, что невозможно (ведь нули X—Xo 
и х=х: последовательные). 

Сравним колебательный характер решений двух уравнений: 

УЧ (х)у=О и 2-42 (х)2=0. (106) 
Теорема сравнения. Если в уравнениях (106) коэф- 

фициент второго уравнения превосходит коэффициент первого: 

92(х) q(x), (107) 
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то между двумя последовательными нулями любого решения 

Y=Y (x) первого уравнения лежит хоть один нуль любого реше- 

ния 2==2(х) второго уравнения (рис. 55), если только между 
этими нулями существует точка, в которой 42(х) >91 (х). 

Действительно, пусть X=Xo9 И XX, — Последовательные 

нули решения y=y(x). Будем считать, что y (x) >0 в (Xo, X41). 

Torna y’ (Xo) >0, у" (x1) <0 (почему?). Предположим, что реше- 

ние г—г(х) не имеет нулей в интервале (хо, x1): Пусть 2(х) >0 

в (Xo, x1). Тогда г (хо) 0, 2(х1) >0. Рассмотрим два тождества: 

и" (x) +91 (х) у (x) =0, 
2” (x) +92(x)2z(x) =0 

Умножим их почленно Ha 

| (ax<x<b). (108) 

z(x) и у(х) и вычтем (по- | 
членно) второе из первого: 

у’а—2"у= [92(х)— 

—qi(x)] уг. (109) 
Переписав 3TO тождество 

в виде 0 ау 

р — 
= [q2(x) —9н(х)] yz (110) 

и интегрируя по интервалу Рис. 55. 
[хо x1], получаем 

И" (x4) 2 (х1) —y" (хо) 2 (хо) =] [92(х) —91(х)] yz, (111) 
что невозможно, ибо левая часть не положительна, а правая 
положительна (почему?). Теорема доказана. В подобных слу- 
чаях говорят, что решения второго из уравнений (106) колеб- 
лются сильнее, чем решения первого. (Ср. уравнения 
у’ у=0 и 2”--42==0. Сделать рисунки.) 
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циентами в случае, когда матрица коэффициентов системы 
каноническая. 20. Случай, когда матрица коэффициентов си- 
стемы не каноническая. 21. Правило интегрирования однород- 
ной линейной системы с постоянными коэффициентами матрич- 
ным методом. 22. Вид семейства решений, соответствующих 
данному характеристическому числу. 23. Приведение однород- 
ной линейной системы с постоянными коэффициентами к кано- 
ническому виду. 24. Исследование устойчивости нулевого 
решения однородной линейной системы с постоянными коэффи- 
циентами по корням характеристического уравнения. 25. Иссле- 
дование устойчивости нулевого решения автономной нелинейной 
системы по первому приближению. Теорема Ляпунова. 
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МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 

$ 1. ОБЩИЕ СВОЙСТВА ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ 

1. Рассмотрим линейную систему п-го порядка 

4 У ифиь о) (1, 2,..., п). (1) 
l=1
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Напомним, что если все [к(х)==0, то система (1) принимает 
вид 

п 

Чук 
ах = > ры(х)ш (R=1, 2, ..., п) (2) 

[==1 

и называется однородной, в противном случае — неоднородной. 
Систему (1) можно записать в векторной форме.1 

С этой целью будем рассматривать решение 

Yi=Y1(X), У2==2(Х), ..., Yn=Yn(X) (3) 

как вектор У, Yo, ... ya}, составляющими которого яв- 

ляются функции (3): 

1 

Y2 

у=|° |. (4) 

Yn 

Определим производную вектора у равенством 

У 

_ у 
ау “7 —| - | 5 

ах ©) 

у 

Введем в рассмотрение вектор Г, fo, ..., jn}: 

is 
[2 

f=] (6) 

| fn | 
Обозначим матрицу коэффициентов системы (1) через P: 

| ра1Р12 ... Pin 
P= Pi2p22 ... Pan (7) 

PniPn2 ... Pnn 

1 Используемые ниже сведения из теории матриц мы предполагаем из- 
вестными из курса высшей алгебры (см. п. 14).
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Тогда мы можем переписать систему (1) в виде! 

у Pupi2 ... Pin у | 

у | PorpPo2 ... Рэп Yo fo 

— . ° ° . ° . ° + ° (8) 

у PniPn2 ... Pnn Yn In 

ИЛИ 

и 

Однородная система (2) запишется так: 

4  _- 

2. Предположим, что коэффициенты ры(х) и функция | (х) 
непрерывны в интервале (а, 5).2 Тогда система (1) имеет 
единственное решение (3), определенное во всем интервале 
(а, 6) и удовлетворяющее начальным условиям: 

Y= Ys У2=УЪ, os Yn= Yl при X= Xo, (11) 
где № С (а, 6), a y®, y, ..., И могут. быть заданы произ- 

вольно. В частности, единственным решением однородной ли- 
нейной системы (2) с нулевыми начальными условиями: 

yi=0, у2=0,...., Уп=0О при х=ж (а, 6) (12) 
будет нулевое решение 

yi=0, yo=0, ..., Уп ==0. (13) 

1 Матрица Р. умножается на вектор у, который можно рассматривать 
как одностолбцовую матрицу по правилу 

Ра Р1> +... Pan у Pay Yt Р12 Yot --- Тат Yn 
Po, Pog +++ Pon | | Ye Pox Y1t Pon Yat --- TPon In 

PriPne ... Pnn In PriYit Prwet ... Рип 

(cp. с правилом умножения матриц, указанное в п. 14). 
* См. замечание относительно интервала изменения независимой пере- 

менной в сноске на стр. 237.
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В векторной форме эти утверждения формулируются так. 
Если матрица P(x) непрерывна в интервале (а, 6), т. е. 
все ее элементы непрерывны в этом интервале, то уравнение 
(9) имеет единственное решение 

удовлетворяющее начальным условиям 

у=и® при х=ж С (а, 6), (15) 
где 

| А 
y) 

yOu] . (16) 

yo 

есть произвольный заданный вектор (начальный вектор). 
Единственным решением уравнения (10) с начальными усло- 
ВИЯМИ 

y=0 при х=% С (а, 6) (17) 

будет нулевой вектер 

y=0 (axx<b). (18) 

3. Линейная система остается линейной при любой замене 
независимой переменной xX. 

В самом деле, положим 

x=(t) (b<t<t), (19) 

где ¢(to) =a, p(t1) =6, g(t) существует, непрерывна и сохра- 
няет знак в (№, В). Тогда 

dy dy dt dy dy ay _ ay ay | ay | (20) 

dt 

Поэтому, выполняя в уравнении (9) подстановку (19), находим 

Y= (Р-Н) (0 (21)
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ИЛИ 

Y РТ, (22) 
где 

Pi=P[p(t)] y(t), A=fle(4)] $ (0. (23) 

Очевидно, что при преобразовании (19) однородная система 
остается однородной. 

4. Линейная система остается линейной при любом линей- 
ном преобразовании искомых функций 

a= >» ain(xX)yr (i=l, 2,..., п), (24) 
k=1 

где air(x) непрерывно дифференцируемы в интервале (а, 6), 
причем преобразование (24) неособенное, т. е. определи- 
тель матрицы 

011 012... Ain 

024 022 ... Aon A= (25) 

Oni п ... Ann 

отличен от нуля во всем интервале (а, 6). 
Действительно, преобразование (24) можно записать так: 

2=Ау. (26) 

Покажем, что оно не нарушает вида уравнения (9). Прежде 
всего отметим, что существует обратное преобразование: 

y=A-z, (27) 

где А-1 — матрица, обратная матрице A(A-! существует, ибо 
определитель матрицы А отличен от нуля). Поэтому, диффе- 
ренцируя (26) и принимая во внимание уравнение (9), получаем 

dz dA- ,dy dA-— — 
ах — dx YT ax — dy STA (РУО = 

dA, - о 
=F A-!z-+-A PA-!z+ Af (28) 
ax
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ИЛИ 

dz — — 
Е = А42- |, (29) 

где 

dA 
Ay= —_ A*+APAM, hh—Af. (30) 

$ 2. ОДНОРОДНАЯ ЛИНЕЙНАЯ CHCTEMA 

5. Рассмотрим однородную линейную систему 

don = У palsy (1, 2, ..., п), (1) 
[==1 

где коэффициенты ры(х) непрерывны в интервале (а, 6). 
Покажем, что она всегда имеет п частных решений (всякое 

решение этой системы, так же как и любое решение неодно- 
родной системы, является частным решением), из которых 
можно построить общее решение. 

С этой целью отметим сначала следующие свойства решений 
системы (1). 

1. Если 

ЧА (х), у2=2(х), ..., Yn=Yn(x) (2) 
есть частное решение системы (1), то 

Yi=C yi (X), Yor Cye(X), ..., Yn=Cyn(X), (3) 

где С — произвольная постоянная, тоже будет решением (по- 
чему?). 

2. Если известно т частных решений 

Yu, 12, ...у Yin = 1-е решение, 

Yor, Yoo, ..., Yon — 2-е решение, (4) 

Утя, Ym2, ..., Ymn — Т-е решение, 

то их линейная комбинация с произвольными постоянными ко- 
эффициентами Cy, Co, ..., Ст 

ув = S cw (R=1, 2, ..., п) (5) 
1—1 

тоже будет решением (почему?).
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Так же, как и в случае однородного линейного уравнения 
п-го порядка, для нахождения вещественных решений систе- 
мы (1) иногда используют комплексные решения. Совокупность 
функций 

Yr—=untivr (k=l, 2,..., п), (6) 

где Ux, VU, — вещественные функции OT х, определенные и He- 
прерывно дифференцируемые в (а, 5), называется комплексным 
решением системы (1), если они обращают все уравнения этой 
системы в тождества. При этом вещественные и мнимые части 
этого решения образуют решения системы (1) (почему?). 

Если найдено п вещественных частных решений, то фор- 
мула (5) дает решение, содержащее п произвольных постоян- 
ных. Однако это решение не всегда будет общим. 

6. Рассмотрим т систем функций 

Yi, Y12, ...у Yin, 

Ум, 2, ..-, Yan, | (7) 

Утл, Ym2, ...у Ymn; 7 

определенных и непрерывных в интервале (а, 65). Эти системы 
называются линейно независимыми в интервале (a, 6), если 
тождества 

т 

> aiYin=O0 (kR=1, 2,...,n, axcx<b), (8) 

1—4. 

re 1, 2, ..., Чт — Постоянные числа, могут выполняться 
только при о1= 92= ... =@т==0. В противном случае системы 
функций (7) называются линейно зависимыми в интервале (а, 6). 

Если одна из систем функций (7) составлена из тождест- 
венных нулей, то эти системы линейно зависимы в (а, 6) (по- 
чему?). 

Докажем две теоремы, устанавливающие признаки линейной 
зависимости любых п систем функций и линейной независимо- 
сти п решений системы (1). 

Пусть имеется п систем функций 

Ил, Yi2, ...у Yin, 

021, Yoo, ...у Yan, р (9) 

Уптл, Уп, ..., Ynn.
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Введем в рассмотрение определитель Вронского 

Ya Y12 eee Yin 

У (x)= a oe eee Yon . (10) 

Uni Уп... Ynn 

Теорема 1. Если системы (9) линейно зависимы в интер- 
вале (а, 5), то W(x) =0 в интервале (а, 6). 

Действительно, мы имеем тождества 

п 

Уаши0 (R=1, 2,..., п, а<х<Ь), (11) 

ix1 

где не все @; равны нулю, а это возможно только в TOM случае, 
когда W(x)=0 в (а, 6) (почему?). 

Теорема 2. Если системы функций (9) суть решения 
однородной линейной системы (1), линейно независимые в (а, В) 
[т. е. в интервале непрерывности коэффициентов системы (1)], 
то W(x) не обращается в нуль ни в одной точке x из (а, 6). 

В самом деле, пусть  (х) =0, жС (а, 6). Составим систему 
уравнений 

У Си) =0 (R=1, 2,..., п). (12) 
i= 

Эта система имеет ненулевое решение С1=С®, Co= 

—<С%®, ..., С,=С® (почему?). Построим решение системы (1): 

и» COy:n (x) (R=1, 2, «5 2). (13) 
1—1 

Это решение удовлетворяет нулевым начальным усло- 

ВИЯМ: 
ув (х) =0 при х=х (Е=12,..., п) (14) 

(почему?), а тогда в силу теоремы единственности оно является 
нулевым, т. е. имеют место тождества 

n 

S'COyin(x)=0 (R=1, 2, ..., п, а<х< 5), (15) 
i=t 

где не все С® равны нулю, что невозможно, ибо решения (9) 

линейно независимы в (а, Ь).
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Из доказанных теорем следует, что для того, чтобы п част- 
ных решений (9) были линейно независимы в (а, 6), необходимо 
и достаточно, чтобы W(x) не обращался в нуль в (а, 6). На 
самом деле, достаточно проверить, что W(x) отличен от нуля 
в какой-нибудь одной точке х==хо из (а, 6), ибо если И (хо) 40, 
№ (а, b), то М (х) ==0 при всех хС (а, 6) (почему?). 

7. Определитель Вронского п частных решений однородной 
линейной системы (1) выражается через сумму диагональных 
элементов матрицы коэффициентов этой системы следующей 
формулой Остроградского — Лиувилля — Якоби: 

n 

Pij(x)dx 

W (x) = W (x0) ex *=! (16) 

Из этой формулы видно, что 
1) если И (х) =0, хо С (а, 6), то W(x) =0 при всех x € (a, 6); 

2) если И (%) 0, xo С (а, В), TO W(x) 40 при всех x € (а, 6). 

8. Совокупность (9) п линейно независимых в (а, 6) част- 
ных решений однородной линейной системы (1) называется 
фундаментальной системой решений. Отметим, что нулевое 
решение не может входить в состав фундаментальной системы 
(почему?). Фундаментальную систему решений можно записать 
в виде матрицы 

Yi 912... Yin 

a Y22 : .. 7 (17) 

Ynt Yn2 ... Unn 

предполагая, что каждая строка этой матрицы есть реше- 
ние системы (1). (Такое расположение решений не сущест- 
венно, их можно располагать и по столбцам.) 

Теорема. Если коэффициенты системы (1) непрерывны 
в интервале (а, 6), то фундаментальная система решений суще- 
ствует. 

Действительно, построим, пользуясь теоремой Пикара, п ре- 
шений, удовлетворяющих следующим начальным . условиям: 

Yar: Yul, У2=0, ..., Yin=0 | 

Yak: ga=0, yah | | 9—0 ` При. Хх=»№ с (а, Ь). (18) 

Ynr: Yni=O, Ут2=0, sy ‘Ynn=1 

Эти решения образуют фундаментальную систему решений, 
ибо W(x) =140.
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Построенная фундаментальная система решений называется 
нормированной в точке х=х. Существует бесчисленное множе- 
ство других фундаментальных систем (почему?). 

Если коэффициенты системы (1) голоморфны в окрестности 
| х—№ | < точки X—Xo, то, пользуясь теоремой Коши, можно 
построить фундаментальную систему решений, голоморфных по 
крайней мере в той же окрестности, что и коэффициенты си- 
стемы. Oo 

.9. Если найдено п линейно независимых частных решений 
однородной линейной системы, т. е. фундаментальная система 
решений, то, пользуясь ими, можно построить общее решение. 

Теорема. Если (9) есть фундаментальная система реше- 
ний однородной линейной системы (1), то 

= >) Cyn (= 0,..., п), (19) 
$—1 

где С; — произвольные постоянные, есть и общее решение си- 
стемы (1) в области 

A<x<b, |yn|<+oo (k=l, 2,..., n). (20) 

В самом деле, вспоминая определение общего решения нор- 
мальной системы (гл. IV, п. 6), заметим прежде всего, что 
область (20) есть область существования и единственности ре- 
шения задачи Коши для системы (1) и что функции (19) 
определены в области 

а<х< 6, |С1| <, | (»| <, ..., [С,|<-+% (21) 

и непрерывно дифференцируемы по х. Проверяем теперь выпол- 
нение обоих пунктов определения общего решения. 

1. Система (19) разрешима в области (20) относительно 
произвольных постоянных С; (почему?). 

2. Функции (19) образуют решение системы (1) при всех 
значениях произвольных постоянных С:. 

‘Следовательно, (19) есть общее решение системы (1) 
в области (20). 

Для решения задачи Коши с начальными данными хо, y), 

y®, ..., yO из области (20) нужно подставить их в общее 

решение (19) и разрешить полученную систему 

yO= №! Cuyin(xo) (R=1, 2,..., п) (22) 
i=1
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относительно С;. Подставляя найденные значения C;=C 

в общее решение (19), мы и получим искомое решение 
n 

„= >) Cyin(x) (R=1, 2.2, п). (23) 
i=1 

Других решений нет. 
Если фиксировать хо, а y®, y), ..., УФ считать произволь- 

ными, то С® будут линейными функциями от у®, Yor, ..., 

y и формула (23) дает общее решение системы (1) в формуле 

Коши. 
Все решения однородной линейной системы (1) содержатся 

в формуле общего решения (19) или (23). Система (1) не мо- 
жет иметь более чем п линейно независимых частных решений 
(почему?). 

Заметим, что аналитический характер общего решения, 
доставляемого формулой общего решения (19) или (23), опре- 
деляется аналитическим характером фундаментальной системы 
решений, который в свою очередь определяется свойствами 
коэффициентов системы. Если последние не только непрерывны, 
но и голоморфны в окрестности |х—хо| <p точки х=%, TO 
каждая из формул (19) и (23) дает общее решение, голоморф- 
ное по крайней мере в той же окрестности. 

Разрешая общее решение (19) относительно произвольных 
постоянных С; получим общий интеграл системы (1) в виде 

Wi (x, Yi, Yo, ..., Yn) =C; (i=1, 2, wey n). (24) 

Каждое из paBeHcTB (24) есть первый интеграл, а каждая из 
функций р; является интегралом системы (1), так что система 
(1) имеет ровно п независимых интегралов. Отметим, что все 
интегралы p; зависят от искомых функций Yi, Yo, .:., Yn ЛИ- 
нейно. Они являются непрерывно дифференцируемыми функ- 
ЦИЯМИ OT X, И1, У2,..., Уп, если коэффициенты ры(х) системы (1) 
непрерывны в (а, 68). Если ры(х) голоморфны в окрестности 
| х— | <р точки X—Xo, TO и интегралы 4; будут голоморф- 
ными функциями всех аргументов. 

$ 3. НЕОДНОРОДНАЯ ЛИНЕЙНАЯ СИСТЕМА 

10. Рассмотрим неоднородную линейную систему 

с - > pu(x)urth(x) (R=1 2.50) (1)
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ИЛИ 

(1’) 

THe коэффициенты Pp (Xx), или, что TO же, матрица P(x) непре- 
рывны в интервале (а, D). 

Если известно частное решение системы (1) или (1’), TO 

интегрирование ее может быть приведено к интегрированию 
соответствующей однородной системы 

<: 
ash YS playa (k=1, 2, п) (2) 

[=1 

ИЛИ 

42 ,- 

Действительно, пусть 

есть частное решение уравнения (1’), т. е. 

dy(t) 
io? yO+f (а<х< 5). (4) 

Тогда, полагая в уравнении (1”) 

| y=y+z, (5) 

где 2 {21 22, wey zn}, получим 

uy 
46 = 2 — py P24 f (6) 

или 

dz 

‚`Если Zin (i, R=I1, 2, ..., п) — фундаментальная система 
решений однородной системы (2), TO
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yr=y+ >) Czm (R=1, 2,..., п) (8) 
i=1 

будет общим решением системы (1) в области 

aAa<x<ib, |yx|<+oo (R=1, 2, ..., п) (9) 

(почему?). 
Все решения неоднородной системы содержатся в форму: 

ле (8). 
11. Метод вариации произвольных постоянных (метод 

Лагранжа) дает возможность всегда найти общее решение 
неоднородной линейной системы (1) в квадратурах, если из- 
вестна фундаментальная система решений соответствующей 
однородной системы. 

Пусть 2в (1, R=I1, 2, ..., п) — фундаментальная система 
решений однородной системы (2). Тогда ее общее решение 
имеет вид 

= У Сев (R=, 2,..., п), (10) 
1—1 

где С; — произвольные постоянные. Будем искать общее реше- 
ние неоднородной системы (1) в виде 

= № Ci(x)zm (R=1, 2% -..5 п), (11) 
1—1 

где С;(х) — некоторые непрерывно дифференцируемые функции 
OT Х. 

Подставляя (11) в (1), находим 

a С’ (ent УС, (x)z, = У ры(х) У Ci (x) Zatfr(x) (12) 

i=1 i=1 I=1 i=1 

(k=1, 2,..., п) 
ИЛИ 

Ус У ска [2-Х рифа f(x) (13) 
i= i=1 1—1 

(k=1, 2,..., п). 
Так как выражения в квадратных скобках тождественно равны 
нулю (почему?), то
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Ус (х)2в == (х) (k=1, 2,..., n). (14) 

$=1 

Решая эту систему относительно С’ (x), получаем 

С’ (х) =qi(x) (1=1,2,..., п), (15) 

где ф:;(х) непрерывны в (а, J) (почему?). Интегрируя (15), 
найдем | 

C(x) = [в ах+с; (i=1, 2, ..., п). (16) 

Подставляя эти значения C;(x) в (11), получим 

Ув —= Хе [оон Ус Zin (Е=1, 2, ‚ п). (17) 

1—1 1—1 

У 
Это есть общее решение системы (1) в области (9). 

$ 4, ЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

12. Рассмотрим линейную систему 

on — = У инь. (1) 
ix=i 

коэффициенты которой ав суть постоянные вещественные 
числа, а правая часть f(x) непрерывна в интервале (а, В). 

Изучим сначала однородную систему 

а 
— У ав. (2) 

3—1 

Следуя Эйлеру, покажем, что существует фундаментальная 
система решений, состоящая из элементарных функций. Тем 
самым будет доказано, что любая линейная система с постоян- 
ными коэффициентами всегда может быть проинтегрирована 
по крайней мере в квадратурах. 

Будем искать решение системы (2) в виде 

y= уче», Yor уе», ..., Yn=yne™, (3)
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re ул, у2,..., Yn, A — постоянные числа, причем числа ул, Yo, ..., 
Yn не равны нулю одновременно (ведь наша пель — построить 
фундаментальную систему решений, а нулевое решение не мо- 
жет входить в нее!). Подставляя (3) в систему (2) и сокращая 
на е^х, получим 

(Q41—A) уз ау ... + AinYn=—), ) 

ouvir (в=—1) т. ‚Айви —0, (4) 

оли nae (ани 1h) yn=0. | 

Эта система имеет HEH улевое решение относительно у+, 

V2, ..., У, тогда, и только тогда, когда ^ является корнем 

уравнения 

а41— А Qi2 Qin 

Qo Q99 — А, ... 12% 

Qni Qn2 cee Ann—A 

{почему?). Уравнение (5) называется характеристическим 
уравнением, а его корни — характеристическими числами си- 
стемы (2). Полином п-й степени A(A), стоящий в левой части 
уравнения (5), называется характеристическим полиномом. 

Структура фундаментальной системы решений зависит от 
вида корней характеристического уравнения (хотя, как увидим 
ниже, в отличие от линейного уравнения f-TO порядка с по- 
стоянными коэффициентами не всегда. вполне ими опреде- 
ляется). 

Рассмотрим сначала случай, когда всекорни Ay, Ag, ..., An 
характеристического уравнения (5) различ- 
ные. В этом случае, полагая в системе (4) A=A,; (1=1, 2, ..., п), 
получим следующую алгебраическую однородную линейную 
систему относительно V1, \2, ..., Yn: 

(Q11—Ai) у4-Нал2у2- |... Нашу, =0, \ 

дли (вв М). ау, =0, (6) 

Ontyitanaye-t 4 аи уно, 

Ранг матрицы коэффициентов этой системы равен п—1. 
Действительно, вычисляя производную от A(A) (дифференцируя 
при этом поочередно каждый столбец определителя A(A) и скла- 
дывая полученные определители), найдем
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А’ (A) =— as (A), (7) 
1—1 

где Ан(^) — алгебраическое дополнение диагонального элемен- 
та 4::—^. Так как A’(A;) ==0 (почему?), то хоть один из Ан (+) 
отличен от нуля, так что ранг системы (6) равен n—1. Поэтому 
система (6) имеет бесчисленное множество ненулевых решений, 
определенное с точностью до постоянного множителя. Пусть 

Vi= Vit) Yo= у, ..., Yn=Vin (8) 

есть одно из этих решений. Заметим, что в качестве у можно. 
взять алгебраические дополнения элементов любой строки 
спределителя системы (6), если все они не равны одновременно 
нулю (почему?). Такая строка всегда найдется (почему?). 

Выполняя указанные вычисления для каждого Ay, подставляя 
найденные значения чисел yi, у2,..., Yn B формулы (3) и заме- 
HAA А на Ai, получим п решений системы (2) 

У — уе”, Yro=yre™, ..., Yin = \Утемх, 

у yaer, Yoou= yee, ..., Yon=Yone, | (9) 

о Уп = упае^их, cy Ynn=Ynnern. ] 

Эти решения линейно независимы в интервале (—oo, --со) 
(почему?). 

Если все A; вещественны, то решения (9) ‘будут веществен- 
ными и образуют фундаментальную систему решений. 

Поэтому 

и № Cryinere (k=1, 2, ..., п) (10) 
1—1 

будет общим решением системы (2) в области 

|x| <+o00, | ук | < (Е=|,2,..., п). (11) 

Если корни характеристического уравне- 
ния (5) различны, но среди них имеются ком- 
плексные, то последние входят сопряженными парами 
(почему?). Укажем вид вещественных частных решений, соот- 
ветствующих паре корней a+ib. Корню a+ib отвечает ком- 
плексное решение 

y= (УФ) е(@-+16)х, ..., у, = (yD ty?) e(atib)x. (12)
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Отделяя вещественные и мнимые части, получим два веще- 

ственных линейно независимых частных решения: 

yas еах (У) cos bx—y®) sin bx), ..., Yin= | 
— pax (уз cos bx—y) sin bx), 

yar=er™ (АО sin БУВ cos bx), 2, у | (19) = e% (y) sin bx+-y® cos bx). 
\ 

Вещественные решения, соответствующие корню a—ib, и реше- 
ния (13) будут линейно зависимы (почему?). Таким образом, 
паре сопряженных комплексных корней а-= соответствуют два 
вещественных линейно независимых частных решения вида (13). 

Построив вещественные линейно независимые частные ре- 
шения, соответствующие всем вещественным корням и каждой 
паре сопряженных комплексных корней, получим фундамен- 
тальную систему решений. Линейная комбинация этих решений 
< произвольными постоянными коэффициентами даст общее 
решение системы (2). 

13. Рассмотрим случай, когда среди корней харак- 
теристического уравнения имеются кратные. 
Пусть А: — корень кратности Е. Тогда можно доказать (см. 
п. 22), что ему соответствует семейство решений, зависящее 
от А произвольных постоянных вида 

Yr= Py (x) eM*, уз=Р(х)емх, ..., Yn—=Pn(x) ем», (14) 

где Py(x), Po(x), ..., Pn(x) — полиномы OT х степени He выше 
Е—1, причем А коэффициентов этих NOJHHOMOB произвольны, 
а остальные выражаются через них. Коэффициенты полиномов 
Р1(х), Po(x), ..., Pn(*) можно определить подстановкой (14) 
в систему (2). 

В п. 22 мы выясним, когда полиномы, входящие в (14), 
обращаются в постоянные числа, когда они достигают наи- 
высшей степени ^—1 и вообще от чего зависит степень этих 
полиномов. 

Если (4 вещественно и R=n, то семейство (14) и является 
общим решением системы (2). 

Формулы (14) дают возможность найти КЕ линейно незави- 
симых частных решений, соответствующих корню Ay (кратно- 
сти Rk). Для этого нужно положить поочередно один из произ- 
вольных коэффициентов полиномов Р1(х), Р>(х),..., Ри(Х) 
равным единице, а остальные равными нулю. Если А. веще- 
ственно, то эти Е решений вещественны. 

Если м=а-Н! — комплексный корень кратности k, то ему 
‚и сопряженному с ним корню. Л^2=а— той же кратности (по- 
чему такой корень существует?) соответствуют 2^. веществен-
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ных линейно независимых частных решений. Чтобы их найти, 
рассмотрим семейство комплексных решений, соответствующих 
корню А.=а-Н0: 

ии = [РФ (x) + EPP) (x) ] ett x, ..., Yn = 
— [Ра Ро ( a+ib)x | [PO (х) НР (x) ] eatin, (15) 

Отделяя вещественные и мнимые части, получим два веще- 
ственных семейства, соответствующих корню а- 16: 

4) — ea [Po (x) cos bx— P®) (x) sin bx], ..., yd = 

=e [ P(x) cos bx—P®)(x) sin bx], 
y?) = ex [РФ (х) sin bx+ Px cos bx], ..., y= 

=e [PO (x) sin bx-+P@(x) cos bx]. (16) 

Отсюда тем же приемом, что и выше, найдем 2A вещественных 
линейно независимых частных решений. Эти 2k решений можем 
считать соответствующими паре а-, ибо решения, отвечаю- 
щие соответственно корням а-- и а—16, линейно зависимы. 

Построив линейно независимые частные решения, соответ- 
ствующие всем простым и кратным корням по указанным выше 
правилам, получим фундаментальную систему решений. Как 
и в случае простых корней характеристического уравнения, она 
будет состоять из элементарных функций. По найденной фунда- 
ментальной системе решений известным способом строим общее 
решение. 

Вопрос о структуре фундаментальной системы решений 
в общем случае мы сможем выяснить лишь несколько позднее 
(см. п. 20), а сейчас покажем на примерах, что она не вполне 
определяется корнями характеристического уравнения, если 
среди корней имеются кратные. 

Для простоты ограничимся случаем, когда система состоит 
из двух уравнений и характеристическое уравнение имеет опин 
двукратный корень. 

Пример 1. Рассмотрим систему 

“ts = Аа 41; ль (17) 

Характеристическое уравнение 

MA 0 

ом (18) 
имеет один двукратный корень A=Ay. Выясним структуру фундаментальной 
системы решений.
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Общим решением системы (17), очевидно, будет 

р и! = Слем=, у = Соемх. (19) 

Здесь полиномы Р\(х) и P2(x) выродились в постоянные числа. Полагая 
С:=1, C2=0; Ci=0, C.=1, получим фундаментальную систему решений, 
которую запишем в виде матрицы 

ем (0 
20 0 Oke (20) 

Структура фундаментальной системы решений оказалась такой же, как и 
в случае простых корней характеристического уравнения. 

Пример 2. Пусть дана система 

ау ау? 
=А4и: +2; — =А1 о. 21 dx 141 Yo dx 1Y2 (21) 

Здесь характеристическое уравнение 

мА | о 90 
о МАР (22) 

тоже имеет один двукратный корень A=Ay. Чтобы выяснить структуру 
фундаментальной системы решений, воспользуемся общим решением сн- 
стемы (21): 

у =емх (Cot С:х); уз= Семя (23) 

[оно находится последовательным интегрированием уравнений системы (21), 
начиная со второго]. Заметим, что в отличие от примера 1 здесь Ра (х) 
есть полином максимально возможной, т. е. первой степени, относительно х. 
В качестве фундаментальной системы решений можно взять 

ем>х 0 
2 

хемх емх (24) 

Здесь второе решение в отличие от (20) содержит множитель х. 
° Заметим, что первое решение может быть получено из второго диффе- 

ренцированием коэффициентов’ при е^*. В дальнейшем (п. 19) будет пока- 
зано, что это не случайно. 

Сравнивая (20) и (24), видим, что структура фундаментальной системы 
ешений определяется не только характеристическими числами системы 

fou для систем (17) и (21) одни и Te же]. 
Рассмотрим три примера на нахождение общего решения системы в слу- 

чае наличия кратных корней. 
Пример 3. Найти общее решение системы. 

ау dz 
=4y—2; =у- 22. (25) 

dx 

Характеристическое уравнение 

4-^ —! 
=0 или A?—6A+9=0 (26) 

1 2-1’ 

имеет один двукратный корень A, ›=3. Поэтому существует решение вида 

y= (А, х+ Az) e%, z= (B,x+ Bz) e*, (27)
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Подставляя его в систему (25) и сокращая на e?*, получим 

3(А.х-+ А.) +А,=4(А.х+ А.) — (Bix+ Bz), | (28) 

3(B,x+ В,) + B,=A,x+A,+2(B,x+ В.) 

ИЛИ 

(—A,+B,)x+A1—A2+B,=0, | (29) 

(В. —4.)х+В.+В.,-—А.=0. 

Отсюда получаем систему четырех уравнений для определения четырех не- 
нзвестных Ay, Ae и By, Во: 

—A,+B,=0, A,—A,+B.=0, B,—A,=0, B,+B,—A2,=0, (30) 

среди которых независимых лишь два: 

B,—A,=0, А, —А,-+ В, =0. (31) 

Из этих уравнений находим: 

В.=А,, B,=A2,—A1, 

причем, как и следовало ожидать, два коэффициента (Ai и 42) остаются 
произвольными. 

Таким образом, система (25) имеет следующее решение: 

y= (A,x+ А») e3*, 2= (Aix +A2—A1) e%*. (32) 

Это и есть общее решение. В качестве фундаментальной системы решений 
можно ВЗЯТЬ | 

=xe3* 2.=(х-—ГеЗх, У: i= ( ) | (33) 

уз=е3*,  2г.=е3%. 

Пример 4. Рассмотрим систему 

ау: == yy + ) 
dx Yo Уз, 

fe yay | 34 dx =YitYo2—Ys, (34) 

dy 
- = У2 + Уз 

ах ] 

Характеристическое уравнение 

—А, ] 1 

1 1-A —1}=0, —A(1—A)?=0 (35) 

0 1 1-—A у 

имеет один простой корень А1=0 и один двукратный Xo, 3=1. 

Корню А.=0 соответствует решение 

Yu=V1, У:12=\2, У13=з, (36) 

где в качестве Yi, Y2, и Ys можно взять алгебраическое дополнение первой 
строки матрицы 

0 1 ] 
| 1 —1 (37) 

По 1 ] 
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Получаем yi=2, yo=—1, уз=1, так что ‘имеем 

Уз1=2, Yroe—l, Y=]. (38) 

Двукратному характеристическому числу Ag з=1 соответствует решение 

вида 

1 = (А.х+ 4.)е*, You (Вах Вз)е*, уз= (С.х-+ С>)е*. (39) 

Подставляя эти выражения в систему (34) и сокращая на e*, получим 

А.х+4.-+А.= (By +С!) х+ В+ С», 

Byx-+ В+ Ва = (А+ В. —С)х+А»-+ В» — Сь (40) 

Сх- С. + С1= (В1-+С,) х+В.-+С.. 

Отсюда 

A,—B,—C,=0, A,+A,—B,—C.=0, 

—A,+C,=0, B,+ B,—A,—B,+C2=0, (41) 

—B,=0, C,+C,—B,—C.,=0, 

B,=0, Ci=A,, B,=A,, С.=А.. 

Поэтому 

1 = (А1.х+42)е=, уз=Ае*, уз= (Ах-+ А») eX. (42) 

Фундаментальной системой решений будет 

2, —l, l, 

хех, ех, хех, (43) 
ex, 0, e*, 

a общее решение имеет вид 

Ys =2С: + (С>х-+ Сз)е*, 

уз = —С1-+ Сзе*, (44) 
уз=С1-+ (Сьх+С3)е*. 

Пример 5. Дана система 

ау 
= — 1 У Уз, | 

ах 

ау» 
dx =Y1—Yot Ys, ‚ (45) 

dys 
—— = У2— У). 

ах 

Характеристическое уравнение 

—1-A ] 1 

1 —1-Л 11 =0, A3+2A2—4=0 (46) 

1 1 —1-Л 

имеет корни А1=1, Ag з=—2.
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Найдем соответствующие решения. Получим 

У: = 1х, У12=у2е*, Yis=Vse*, 

Scns nea МЗ MSE wel 
Yrs=e*, Yro=e*, Yig=e*, 

и = (А.х+ 42) е-2*, yo=(Bix+B,)e-2*, yg=(Cix+ С») e-?*, (48) 

—2(А.х+ Аз) +А.=(—А. +В. +С!) х-Аз +В»+ С», 

—2(B,x+ В.) +В. = (А. —В1 +С.)х+А.—В.-+С., . (49) 

—2(Cyx+C2) + С1 = (А4-+В.—С!) х+А.+В.-—С», 

—A,—B,—C,=0, —A2,+A,—B,—C,=0, 

—B,—A,—C,=0, —B.,+B,—A2,—C2=0, .} (50) 

—C,—A,—B,=0, —Cs+C,—A,—B,=0, 

A,+Bi+C,=0, Ai—B,=0, B,—C,=0,. 

A,=B,=C,=0, С,=- (4А»+В»), | } 

у =А,е-?=, уз=В»е-?=, уз= — (Az + Bz) e-**, (52) 

где A, и Be произвольны. 
Фундаментальной системой решений будет 

(51) 

ех, ех, e*, 

е—2х, 0, —е-2*, (53) 

0, е-2х, —е-2х. 

Несмотря на то что среди характеристических чисел есть кратное, 
фундаментальную систему решений мы получили здесь (как и в примере 1) 
в том же виде, что и в случае, когда все. характеристические числа простые. 

Общее решение данной системы (34) имеет следующий вид: 

и! = Cyex+ С.е-?*=, 

уз = Cye*+C3e-2*, (54) 

Уз= C,e*x —C,e-2* —C3e-2*, 

$ 5. МАТРИЧНЫЙ МЕТОД ИНТЕГРИРОВАНИЯ ОДНОРОДНЫХ 

ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ | 

14. Приведем кратко основные сведения из теории (квадрат- 
ных) матриц, которые понадобятся для дальнейшего изложения. 

Квадратной матрицей п-го порядка называется символ 

Quy, Qin ... Ain 

А=| а |= | °@ 1, (1) 
Qni Ang... Ann
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где 

{a} — Air (2) 
ik 

суть элементы матрицы A, представляющие собой числа или 
функции. | 

Под матрицей |а|| понимается матрица, все элементы кото- 
рой равны а. Матрица 0= |0] называется нулевой. 

Совокупность элементов 11, Qo, ..., Ann Образует главную 
диагональ матрицы А, а их сумма 

(А) = > ai (3) 

называется следом этой матрицы. 
Матрица вида 

a 0...0 

0 a - ° = [d, а2,..., An] (4) 

0 0... а, 

называется диагональной матрицей. Важным частным случаем 
ее является единичная матрица 

10...0 

Е |0", о, ..., Ц. (5) 
00... 1 

Мы будем рассматривать число а как диагональную матрицу 
(любого порядка) 

a=|a,a,..., а]. (6) 

Если матрица А порядка п имеет вид 

A; 0 

A, 

A= 3 , (7) 
0 

As 
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где Ay, As, ..., Аз— квадратные матрицы порядков fy, 
Re, ..., Rg (Ra tRot...+Rs=n), главные диагонали которых 
составляют главную диагональ матрицы A, а все элементы 
матрицы A, не принадлежащие матрицам Ди, Ao, ..., As, равны 
нулю, то матрица А называется квазидиагональной матрицей 

структуры {és Ro, ..., ks} и обозначается TAK: 

А=[А., А», ..., As]. (8) 

При этом некоторые из матриц A, (но не все) могут выро- 
ждаться в один диагональный элемент матрицы А. 

Определитель 

411 Qiz ... Qin 

а: ... A D(A)=|“ © n (9) 
Gini Qn2... Ann 

называется определителем матрицы А. Если D(A)=40, то 
‘матрица А называется неособенной. Если (А) =0, то матри- 
ца A называется особенной. 

Две матрицы считаются равными, если соответствующие их 
элементы равны: 

1=В, если {4} = {в} (i, R=I1, 2,..., n). (10) 
ik ik 

Сложение матриц A и В сводится к сложению COOTBETCTBYIO- 
щих элементов этих матриц 

{a+B} = {А} +в}. (11) 

Произведение матриц A и В определяется равенством 
( 

{as} = {a} {8} вех. ag 
(т. е. матрицы перемножаются по одному из правил умноже- 
ния определителей. а именно — по правилу умножения строк 
на столбцы). При этом 

D(AB) =D(A)D(B). (13) 

А.В — В.А, (14) 
то говорят, что матрицы А и В коммутируют. 

Если
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Если матрицы А и В диагональные, то их умножение сво- 
дится к умножению соответствующих диагональных элементов 
этих матриц 

А = [а1, аз, ..., An], B=[h, bo, ..., On], | (15) 

АВ = [а1ёл, Asbo, sey Qndn|. 

Если A и В — квазидиагональные матрицы одной и той же 
структуры 

A=[A1, Ao, ..., As], B=[Bi, В», ..., Bs], (16) 

AB=[A,Bi, АзВ», -.., AsBs]. (17) 
Умножение матрицы А на число A сводится к умножению 

всех элементов матрицы A на число A: 

{An } ={A }. i. (18) 

Целая положительная степень матрицы A определяется 
(рекуррентно) равенством 

Ат—=Ат— (т>2). (19) 

Степени диагональных и квазидиагональных матриц вычие- 
ляются по формулам 

`А—[‘ал, а», ..., An], Ат— [ат, ат, ..., ат], } 

TO 

a 

A= [ Aa, As, ..., As], An— [A™, Am, tees Ат]. (20) 

Под нулевой степенью матрицы А понимается единичная 
матрица того же порядка 

AS], (21) 

Матрица А- называется обратной матрицей NO отношению 
к матрице А, если 

АА-!—=1[ или А-!. А=/. (22) 

Для всякой неособенной матрицы A существует обратная 
матрица (почему?). 

Матрица А* называется транспонированной по отношению 
к матрице A, если она получена из матрицы А перестановкой 
строк и столбцов. При этом 

(AB)*=B*A*. (23) 
Две матрицы A и В называются подобными, если они свя- 

заны соотношением 
В=$А$-, (24)
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где 5 — некоторая неособенная матрица. Преобразование, при 
помощи которого здесь из матрицы А получается матрица В, 
называется преобразованием подобия с матрицей подобия $. 

Дадим понятие о характеристических числах и элементарных 
делителях матрицы, которые используются ниже (пп. 19—20) 
для интегрирования однородной линейной системы с постоян- 
ными коэффициентами матричным методом. 

” Пусть дана матрица 

Qu, Qig ... Ain 

(54 Qoo ... As 
A=| ” "|, (25) 

Qnt1 @л2... Ann 

элементы которой суть постоянные числа. Матрица 

Я11—А, (12 ... Ain 

А /— | 92 422—^ ... Aen (26) 

пл Чп2 ... Ann—A 

называется характеристической матрицей для A, a ee опре- 
делитель 

a 

а44— Л 1412 ... п 

D(A—Al) — Qo anh . " wn (27) 

Ani Anz... Ann—A 

— характеристическим определителем или характеристическим 
полиномом матрицы А. Уравнение 

D(A—al) =0 (28) 

называется характеристическим уравнением, a его корни — 
характеристическими числами матрицы А. 

Дадим понятие об элементарных делителях матрицы A, 
соответствующих характеристическому числу Ay кратности 
#(&—1). Определитель О(А—^/Г) делится (без остатка) на 
(^—м)". Найдем общий наибольший делитель (^—Ал1)*® всех 
определителей (п—1)-го порядка, получающихся из характе- 
риетического определителя D(A—A/) вычеркиванием одной 
строки и одного столбца. Если окажется, что А1==0, то найдем 
общий наибольший делитель (A—A1)* всех определителей 
(п 1)-го порядка, получающихся из D(A—A/) вычеркиванием 
двух строк и двух столбцов. Продолжая этот процесс, мы най-
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дем общий наибольший делитель (^—1а)*” определителей по- 
рядка n—m, полученных из В (А—^/) вычеркиванием т строк 
и m столбцов, причем хоть один из определителей” порядка 
n—(m-+1) уже не делится ни на какую положительную степень 
^—Л. Можно доказать, что 

Е > Е > >... >АРт>0. (29) 

Составим выражения: 

(A—A1)4, (A—Aa) ®, wey (A—A1) и, (30) 

где 

y= R—Ry, [2=А1—К2, ..., ln=Rm1—Rm, bing =Rm, (31) 

так что 

и-Н-... tla. (32) 

Выражения (30), очевидно, являются делителями D(A—A/). 
Они называются элементарными делителями матрицы А, соот- 
ветствующими характеристическому числу Ay. Отметим, что 
сумма показателей всех элементарных делителей, COOTBETCTBYIO- 
щих данному характеристическому числу, равна его кратности. 
Если какой-нибудь из показателей ДА равен единице, то соответ- 
ствующий элементарный делитель A—A, называется простым, 
в противном случае говорят, что элементарный делитель 

(2—2) "в (1,>1) — непростой. 
Очевидно, что если Ay — простое характеристическое число, 

то ему соответствует только один и притом простой элементар- 
ный делитель 

М. (33) 

В самом деле, в этом случае R=1 и хоть один из определи- 
телей (п—1)-го порядка уже не делится на A—A, (почему?), 
так что «цепочка» (29) обрывается на первом члене, и мы 
получаем элементарный делитель (33). 

Когда R>1, могут иметь место различные комбинации эле- 
ментарных делителей. Наиболее интересными из них являются 
случаи, когда характеристическому числу А. отвечает только 
один элементарный делитель и когда число этих элементарных 
делителей наибольшее, т. е. равно К. В первом случае имеем 
непростой элементарный делитель 

(A—Au)*, (34) 

степень которого равна кратности характеристического числа. 
Во втором случае имеем А простых элементарных делителей 

А— м, Ам, ..., АМ.
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Найдя элементарные делители, соответствующие всем харак- 
теристическим числам матрицы A, получим совокупность всех 
элементарных делителей матрицы A, которую мы будем запи- 
сывать в виде 

(^— а), (^— 2), ..., (A—Ag)°S, (35) 

где 01, 62 ..., 05 — целые числа, причем |<риэ=и и 
Oitpe+t...+tps=n (сумма показателей всех элементарных 
делителей матрицы А равна ее порядку). Среди чисел 
Ma, №2, ..., Ag МОГУТ быть и равные (почему?). 

Пример 1. Найдем элементарные делители матрицы 

0 | | 
А= (36) 

—1 0 

Составим характеристическое уравнение 

—-r 1 
=0 или A?+1=0. (37) 

—1 —-A 

Оно имеет простые корни Ay=i, Ag=—i. Поэтому матрица A имеет простые 
элементарные делители 

АЕ, Ati. (38) 

Пример 2. Расомотрим матрицу порядка p>] вида 

00...00 

]а 00...00 

Ola. . .00 
р (а) = И | (39) 

000. .а0 

000. ..la 

Характеристическое уравнение 

а-—^ 0 0. . 0 0 

1 а-л0. . 0 0 

01 a-rv~ ...0 0 

Ва А... | 80 (40) 
00 0. .a-h 0 

00 0. . | а—^ 

имеет один корень Ay=a@ кратности р. Так как определитель (n—1)-ro по- 
рядка, полученный из О [ o(a)—Al] вычеркиванием первой строки и по- 

следнего столбца, будучи равным единице, не делится ни на какую степень 
разности А=а, то матрица f(a) имеет только один элементарный делитель 

(A—a)?. (41)
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Пример 3. Пусть даны две матрицы: 

20 20 

02 12 

Обе матрицы А и В имеют одно и то же характеристическое ' число 
Л.=2 кратности 2. Но элементарные делители их не совпадают. 

Действительно, матрица А имеет два простых элементарных делителя: 

А= | (42) 

A—2, A— 2, (43) 

a матрица В — один непростой элементарный делитель 

| (A—2)? (44) 
(почему?). 

Пример 4. Матрица 

200 

А= 1—2 0 . (45) 

0 0—2 

нмеет только одно характеристическое число Ay=—2 кратности 3. Ему 
ссответствуют два элементарных делителя: 

(A+2)2, A+2, (46) 

из которых один непростой, другой простой (почему?). Других элементар- 
ных делителей у. матрицы А нет. 

Пример 5. Рассмотрим квазидиагональную матрицу шестого порядка 
вида 

А=[з(2), (4), 1(-1)] (47) 
Здесь под /,(4) понимается матрица, вырождающаяся в один диагональный 
элемент матрицы A, а именно: /,(4) =Q,,=4. 

Матрица (47) имеет характеристические числа Ay=2 кратности 3, 
^2=4 — простое характеристическое число и Аз=—1 кратности 2. 

Элементарными делителями матрицы (47) будут 

(A—2)3, A—4, (A+1)? (48) 

(почему?). 

Пусть матрица А имеет элементарные делители (35). Рас- 
смотрим наряду с матрицей А квазидиагональную матрицу вида 

[/o, (№), /p, (№2), ...› log (As)] (рог... +ps=n), (49) 

где под /1(Am) понимается число Am. Нетрудно убедиться, что 
матрица (49) имеет те же элементарные делители, что и мат- 
рица A. Матрица (49) называется канонической матрицей, 
соответствующей матрице A, или каноническим видом мат- 
рицы А. Если все элементарные делители матрицы А простые 

А— Мм, АША, ..., A—An, (50) 

где среди чисел Ay, As, ..., An могут быть и равные, то матри- 
ца (49) обратится в диагональную матрицу - | 

[ Au, 2, ae А] (51).
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так что в этом случае каноническим видом матрицы А будет 
диагональная матрица (51). 

’Всякую матрицу А можно привести к каноническому виду. 
Теорема.! Если матрица А имеет элементарные дели- 

тели (35), 

(A—A1)°!, (A—Az)P2, ..., (AAs) PS, 

oitpet+...+ps=n, 
TO существует такая неособенная матрица $, что 

SAS~*= [ь, (№), Го, (^2), ..., Lp, (As) J. (52) 

Преобразование, при помощи которого здесь матрица А при- 
водится к каноническому виду (49), есть преобразование по- 
добия с, матрицей подобия $ (матрицы А и [1/5 (№1), [ь.(^2),..., 
р (As) ] подобны). Оно обладает тем замечательным свойством, 

что не нарушает ни характеристических чисел, ни элементар- 
ных делителей данной матрицы. | 

где 

„Пример 6. Рассмотрим матрицу 

, —10 0 
А=| 00 —2 (53) 

02 0 

‚Характеристическое уравнение 

—-1-~A 0O Of 

0 -А —2 |=0 или (—1—A) (^2+4) =0 (54) 

0 2 —^, 

имеет простые корни Ay=—1, А2=2, As=—2i, так что элементарные де- 
лители матрицы А (заведомо) простые: A+1, A—2i, A+2i, и каноническим 
гидом матрицы А будет чисто диагональная матрица 

-10 0 

02 0 (55) 
00 —2 

‚ Пример 7. Привести матрицу 

| —1 —1 56 
5 | 1-3 (50) 

к каноническому виду. 
Характеристическое уравнение 

—1-A —1 
' 3-4 =0 или A2+41+4=0 (57) 

1 Доказательство этой теоремы см. в кн.: В. И. Смирнов. Курс выс- 
шей ‘математики, т. 3, ч. 1. М., 1949, стр. 106—112; ч. 2, добавление.



$ 5. Матричный метод 301 

имеет один корень Ay=—2 кратности 2, причем ему соответствует. ‘один 
непростой элементарный делитель (A+2)2 (почему?). Поэтому канони- 
ческим видом матрицы (56) будет 

-2 0 58 

1 -2 | (58) 
. 4 

Для изложения интегрирования линейных систем матричным 
методом, кроме указанных выше сведений, потребуется еще 
понятие о дифференцировании и интегрировании матрицы и 
понятие об экспоненциальной функции от матрицы. 

Пусть дана матрица 

21 (х) 242(Х) ... 2т(Х) 
Z(x)= 221 24 (4) 2х) (x) . В Zan (#) (59) 

Znt (x) 2,2 (х) +. nn (x) | 

Если все элементы матрицы 2(х) непрерывны в интервале 
(а, 6), то матрица Z(x) называется непрерывной в этом ин- 
тервале. 

Предположим, что все элементы матрицы 2(х) ) дифферен- 
цируемы в интервале (а, 6). Тогда матрицу, полученную: диф- 
ференцированием всех элементов матрицы (Хх), будем, назы- 

вать производной от матрицы 2 (х) и обозначать через — oe 2 (x) | 

2. (x) 212 (x) ma Zn (*) | 

ар (х) — 2. (x) 250 (x) sees Zon (*) (60) 

ах уе 

2, (х) ze (x) a Zn (x) 

Если A=const, то GA — 0. 
ах 

Для матриц справедливы те же правила дифференцирова- 
ния, что и для обычных функций: 

(42) _ 142 во ай ` 
dx а’ а ах’ 

d(ZitZ,)  dZy , а2, 
dx «dx т dx ’ (61) 

d(Zi-Z2) _ 47 dy 
dx «AX fates dx | 

причем в последней формуле нельзя переставлять сомножители.
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Если матрица Z коммутирует со своей производной 

dZ dZ 

dx de” (62) 
то производная OT целой положительной степени матрицы 2 
находится по правилу 

арт dZ 
—_———_— — т—1 dn mZ dx (63) 

Интеграл от матрицы Z(x) определяется равенством 

| z(x)dx= | ги (х)ах (64) 

ИЛИ 

fz@ax= | J 2в(хуах (65) 

в предположении, что все элементы матрицы 2(х) суть инте- 
грируемые функции. 

| Tak же, как и для обычных функций, получаем 

И Adx=A (x—Xo), 

Г А2(хуах=А] Z (х)ах, ‚’ (66) 

] [2 (х) + 2>(х) ]4х= ] 2+] 22 (х) ах. 

`Экспоненциальная функция от матрицы Z определяется 
равенством 

oo 

ZY 

yt? 
v==0 

| ] 

где Г — единичная матрица того же порядка, что и Z, а мат- 
ричный ряд справа равносилен и? обычным рядам с вещест- 
венными или комплексными членами, так что 

ры {Z pant op ор. (68) 
wr



§ 5. Матричный метод 303 

где 

_ ГОТ при k=1, 

ви — | О при ki. (69) 

Если А.В=В-А, то 

е^.ев —еА+В, Аев—евА. (70) 

Экспоненциальная функция от чисто диагональной, или 
квазидиагональной, матрицы является соответственно чисто 
диагональной, или квазидиагональной, матрицей: 

ео. a, ..., ат] — fer, ей, ..., em], 
(71) 

(почему?). 
Производная от экспоненциальной функции от матрицы 

Z=Z(x) определяется как результат формального почленного 
дифференцирования ряда (67). При этом, если матрица Z KOM- 
мутирует со своей производной, то 

4(е2 с 2 dZ wz dZ dZ ars = Si er? S78) 
x a (у—1)! dx <e vi dx x 

ИЛИ 

d(e*) _ „ 42 

а ба (73) 
В частности, при Z=Ax, где А — постоянная матрица, находим 

d (e4*) Ax Ax ine A=AeA*, (74) 

15. Пусть дана однородная линейная система 

а 
oe = У (k=1, 2,..., п), (75) 

[—=1 

коэффициенты которой определены и непрерывны в интервале 
(а, 6). Тогда она имеет фундаментальную систему решений 

уи, Yi...) Yin (=12,..., n). (76) 

Подставляя эти решения в систему (75), получим п? тождеств: 

ав =X 
ie = выд (i, R=1, 2,...,, a<x<b). (77)
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Эти п? тождеств можно записать в виде одного матричного 

тождества 

—-—==У.Р (axx<b), (78) 

если ввести в рассмотрение две матрицы: матрицу фундамен- 
тальной системы решений 

Уи И... Yan 

у У Yoo ... Yan (79) 

Ynt Yn2 ... Упп 

и транспортированную матрицу коэффициентов системы (75) 

Pu Pre... Pin 

P= Pos P22 - Peon (80) 

Pnt Pn2... Pnn 

(почему?). 
Рассмотрим матричное уравнение 

dY 
i YP, (81) 

где У — неизвестная матрица, a Р=Р(х) — заданная матрица, 
определенная и непрерывная в интервале (a, 6). Решением или 
интегральной матрицей уравнения (81) в интервале (а, 6) 
называется всякая неособенная непрерывно дифференцируемая ! 
в этом интервале матрица У=(х), обращающая уравнение (81) 
в тождество 

АУ (x 
AE) УР) (axx<b). (82) 

Из предыдущего следует, что матрица (79) является реше- 
нием матричного уравнения (81). Обратно, всякое решение 
матричного уравнения (81) является матрицей некото- 
рой фундаментальной системы решений одно- 
родной линейной системы (75) (почему?). Поэтому уравнение 
(81) называется матричным уравнением, соответствующим си- 
стеме (75). 

Значение интегральной матрицы У в точке х-—=жС (а, В) 
называется начальным значением этой матрицы. Обозначая его 

' Т. е. производные всех элементов матрицы У(х) непрерывны в ин- 
тервале (а, 6).
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через Yo, имеем У, = У(х%). Нахождение интегральной матрицы, 
имеющей начальное значение Yo, равносильно решению п задач 
Коши для соответствующей системы (75). Если У’, =[, то инте- 
гральная матрица У называется нормированной в точке X—Xo. 
Из теоремы Пикара следует, что существует только одна инте- 
гральная матрица, имеющая заданное начальное значение Yo 
в точке х=жС (а, 6). В частности, существует только одна 
интегральная матрица, нормированная в этой точке. 

Заметим, что если транспонировать обе части уравнения 
(81), то получим 

ау* 

ax 

Интегральной матрице этого уравнения тоже соответствует 
фундаментальная система решений однородной линейной си- 
стемы (75). Но в матрице У* решения расположены не по 
строкам, а по столбцам. С учетом этого замечания всегда вме- 
сто уравнения (81) можно использовать уравнение (83), пред- 
ставляющее собой, так же как и уравнение (81), матричную 
запись системы (75). | 

Отметим, что, решая систему (75) матричным методом, мы 
находим сразу всю фундаментальную систему решений, по 
которой известным способом находится общее решение. Это 
особенно легко удается сделать, если коэффициенты системы 
постоянны (см. п. 19). Матричный метод с большим успехом 
используется. для исследования свойств решений линейных си- 
стем дифференциальных уравнений с переменными коэффици- 
ентами. 

16. Матричное уравнение (81) инвариантно относительно 
любой замены независимой переменной 

— P*y*, (83) 

x=9(F) (84) 
и относительно неособенного преобразования искомой матрицы 

Y=QZ, (85) 
где Q — неособенная матрица (почему?). 

17. Интегральные матрицы уравнения (81) обладают двумя 
свойствами, аналогичными свойствам решений однородного ли- 
нейного уравнения первого порядка. 

1. Всякая интегральная матрица У! уравнения (81) после 
умножения слева на любую постоянную неособенную матрицу С 
остается интегральной матрицей, т. е. если У: — интегральная 
матрица, то 

У—=СУ,, (86) 

где D(C)=£0 тоже есть интегральная матрица.
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В самом деле, находим 

dy; 
——==У,Р dx 4 (а х<Ь). (87) 

Поэтому, подставляя в (81) вместо У матрицу СУ!, получим: 

d(CY;) ЧУ: _ а(СУ!) _ 
qn = C= CNP, qx = (CY) P. (88) 

2. Все интегральные матрицы уравнения (81) содержатся 
в формуле (86), т. е. получаются из нее при соответствующем 
выборе матрицы С 

В самом деле, пусть Y=Y(x) есть любая интегральная 
матрица. Возьмем некоторую точку х=% С (а, 5)! и положим, 

что Yo есть начальное значение матрицы У в этой точке. Тогда 

полагая в (86) х=л, У= У, находим 

У = СУ! (хо), (89) 
откуда 

70-1 (x0) =C (90) 

[чтобы найти С, мы умножили обе части равенства (89) Ha 
Ут (хо) справа]. Подставляя найденное значение С в форму- 

лу (86), получим 

Y= YoY7* (хо) У. (91) 

Эта интегральная матрица имеет в точке х=х. начальное 

значение Уз и, следовательно, совпадает с матрицей Y=Y(x) 
(почему?): 

Y= YoY! (Xo) У. (92) 

Таким образом, матрица У содержится в формуле (86). 
Из установленного свойства вытекает, что любые две фун- 

даментальные системы решений У. и Yo однородной линейной 
системы дифференциальных уравнений (75) тесно связаны меж- 
ду собою: они могут быть получены одна из другой при помощи 
неособенного линейного преобразования 

Yo=CY4, (93) 
1 Напоминаем, что (а, 6) есть интервал непрерывности мат- 

рицы P(x). 

—
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Если, в частности, У. нормирована в точке х=хо, то все 
фундаментальные системы выражаются через У, по формуле 

У=У (хо) У. (94) 

18. Если в матричном уравнении (81) матрица P(x) обла- 
дает тем свойством, что она коммутирует со своим интегра- 
лом, т. е. | 

Р(х). | P(ax= | P(x)dx- P(x), (95) 

то в качестве интегральной матрицы можно взять 

f Peadx 

У, = e% (96) 

(почему?). Заметим, что У. нормирована в точке X=—Xy (по- 
чему?). 

19. Применим матричный метод к интегрированию однород- 
ной линейной системы с постоянными коэффициентами и выяс- 
нению структуры фундаментальной системы решений. Пусть 
дана система 

nr 

ay “te DS any, (97) 
l=1 

где ал — постоянные вещественные числа. Этой системе соот- 
ветствует матричное уравнение 

dY 
ae =А, (98) 

где А — транспонированная матрица коэффициентов системы 
(97), а У — матрицы фундаментальной системы решений. 

Так как матрица A, очевидно, удовлетворяет условию (95), 
то за интегральную матрицу уравнения (98) можно взять 

У. =е^* (х=0). (99) 

Выясним структуру матрицы (99) и тем самым структуру 
фундаментальной системы решений однородной линейной си- 
стемы дифференциальных уравнений (97). Покажем, что струк- 
тура интегральной матрицы (99) вполне определяется элемен- 
тарными делителями матрицы А [т. е. матрицы коэффициентов 
системы (97)].
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Рассмотрим сначала случай, когда матрица А -канони- 
ческая. Если матрица А чисто диагональная 

A=[M, do, ..., м], (100) 

так что элементарные делители ее простые: 

А— а, AAs, ..., A—An (101) 

(среди чисел As, Ao, ..., An могут быть. и равные), то инте- 
гральная матрица (99) принимает вид 

у, = ей, Aa, sees 1х — elaix, №х,..., №х] — 

= [е^*х, емх, ..., ем] (102) 
ИЛИ 

У, = [е^х, ем, ..., ем], (103) 

т. е. интегральная матрица есть чисто’ диагоналвная матрица. 

В случае, когда матрица A каноническая, HO квазидиагональная 

А = [в (4), 10 (2), ...› 105 (Аз)] (pitoet...+ps=2), (104) 

так что среди элементарных делителей: 

(A—A1)®, (A—Az) 2, ..., (A—Ag) Ps (105) 

(среди чисел Au, Az, ..., Ag могут быть и равные) имеются не- 
простые, интегральная матрица (99) уже не будет чисто диа- 
гснальной. Она имеет вид 

[Го ГС, vee Го 9) ]* __ oe а), wey Ins) * ] 

1 —=@ =—e = 

Г) х Г (2) x Г (Ag) x 
—|e ео... е PS | (106) 

ИЛИ 
Г (Ai) x 1 (Az) x | (Ag) x 

ее", ..., ем P| (107) 

Это квазидиагональная матрица, причем 

erx 0 0 0 

xerx е^х... 0 0 
x2 

1 (aye — е^х хе... 00 
e? —| QI ‚ (108) 

xe-1 xe- 2 
. е^х е^х a. хех erx 

(р! (р—2)! 
если p> 1 и | 

(почему?).
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В интегральной матрице У! каждому непростому элементар- 

ному делителю (A—Ay) oH соответствует группа, состоящая из Py 
решений, причем все решения этой группы получаются из по- 
следнего решения последовательным дифференцированием ко- 
эффициентов при показательных функциях. Простому элемен- 
тарному делителю A—Am соответствует группа, состоящая из 
одного решения вида 

0, 0,..., ея, 0,..., 0. (110) 

Общее число таких групп равно $ (числу элементарных дели- 
телей матрицы 4). 

Заметим, что простому корню характеристического уравне- 
ния матрицы A соответствует, очевидно, одна группа, состоящая 
из одного решения. Что касается кратного корня, то ему может 
соответствовать как одна, так и несколько групп, но число их 
не превышает кратности корня (почему?). При этом корню 
кратности Е всегда будут соответствовать ровно k линейно не- 
зависимых частных решений (почему?). 

20. Рассмотрим общий случай, когда А — произвольная не- 
каноническая матрица. Приведем матрицу А к канониче- 
скому виду при помощи преобразования подобия (см. стр. 300), 
т. е. найдем такую неособенную матрицу $, чтобы матрица 

B=SAS-! (111) 

была канонической. Тогда, полагая в уравнении (98) 

Y=ZS, (112) 

где Z— новая неизвестная интегральная матрица, получим 

dZ dZ 
——_ S— ss —1 dx S=ZSA, dx ZSAS (113) 

HJIH 
dZ 
Te =ZB. (114) 

Это уравнение того же вида, что и (98), HO уже с канони- 
ческой матрицей. 

Так как уравнение (114) имеет интегральную матрицу 

7. — Вх, (115) 

то в качестве интегральной матрицы данного уравнения (98) 
МОЖНО ВЗЯТЬ | 

у, =евх$. (116)



310 Гл. УП. Личейные системы 

Выясним структуру матрицы Yy. Она, очевидно, определяется 
структурой матрицы Zy, а последняя, в свою очередь,— элемен- 
тарными делителями матрицы В, которые совпадают с элемен- 
тарными делителями матрицы А. Так что в конечном итоге 
структура интегральной матрицы У, определяется элементар- 
ными делителями матрицы А. 

Если матрица А имеет простые элементарные делители: 

А— а, ^— Л, ..., А Ап, (117) 

то | 

В= [2 м, ho, -.-, An]. (118) 

Поэтому 
У, = 8х5 = [е№х, е\№х, ..., емх] 5. (119) 

Пусть 

$144 512 ... Sin 

Soy Soo ... S2 
S= |. (120) 

Sni $512... Snn 

Тогда 

емх (0) ...0 | Sit $42 ... Sin 

у, — 0 ex ... 0 Sor $2 ... San | _ 

0 0 eee ernx Sn4 Sn2 eee Snn 

$44.е^№х $12емх ... $4пемх 

$24е№х 5$20е№х ... 5пемх 
— п . (121) 

$пле^х $п2емх ... SnnernX 

Таким образом, в случае, когда все элементарные делители 
матрицы А простые, то независимо от того, будут все корни 
характеристического уравнения простыми или среди них име- 
ются кратные, фундаментальная система решений имеет ту же 
структуру, что и в случае различных корней характеристиче- 
ского уравнения: в состав решений входят только показательные 
функции с некоторыми постоянными коэффициентами. При этом 
комплексным характеристическим числам будут соответствовать 
комплексные решения. Но их всегда можно заменить вещест- 
венными, отделяя вещественные и мнимые части. В результате 
мы всегда получим фундаментальную систему решений, состоя- 
щую из вещественных функций. 

Выясним структуру интегральной матрицы (116) в случае, 
когда среди элементарных делителей имеются непростые. Пусть
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(^— №) ©, (Л—^>) 62, sey (A—Ag) 6 (са о2- ... +ps=n) (122) 

есть элементарные делители матрицы A, причем хоть один из 
показателей р, больше единицы. Тогда 

В = [15. (24), 15, (22), ..., Tog (As) ]. (123) 
Поэтому 

(Myx [Г (he) x I (hg) x 
P1 » „ 02 р; 5 

| ‚е ° | $. Ур еви$ = [е се yp eee (124) 

Выполняя умножение матриц, стоящих в правой части, и 
принимая во внимание структуру первой из них, нетрудно 
убедиться, что решения, составляющие интегральную матрицу 
Y1, разобьются (так же, как и в случае, когда матрица дан- 
ной системы (97) есть каноническая квазидиагональная матрн- 
ца) на $ групп (каждому. элементарному делителю соответ- 
ствует своя группа решений); содержащих соответственно 
01, р2, ..., Ps решений, причем все решения, принадлежащие 
иц-й группе, могут быть получены из решения, содержащего 

v —1 

множитель х в наибольшей степени хх”, при помощи после- 
довательного дифференцирования коэффициентов при показа- 

тельной функции е*и*. Поэтому коэффициенты при e*u* у всех 
решений p-H группы являются полиномами ‘от х степени He 
выше, чем о, —1. | 

Отметим, что простому корню’ характеристического уравне- 
ния соответствует одна группа решений, состоящая из одного 
решения. Корню кратности Е соответствует столько групп, 
сколько ему соответствует элементарных делителей. При этом 
так как сумма показателей всех элементарных делителей, со- 
ответствующих данному характеристическому числу, равна его 
кратности, то ему будет отвечать А линейно независимых част- 
ных решений. 

Таким образом, во всех случаях структура фундаменталь- 
ной системы решений вполне определяется элементарными 
делителями матрицы коэффициентов системы. 

21. Изложенный выше матричный метод интегрирования 
однородной линейной системы с постоянными коэффициентами 
можно резюмировать в виде следующего правила. 

Чтобы найти общее решение системы (97), нужно: 
а) написать матричное уравнение (98), соответствующее 

системе (97); 
6) привести матрицу А к каноническому виду (111). найдя 

матрицу 5; .
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в) найти интегральную матрицу 2 уравнения (114) с кано- 
нической матрицей В; 

г) подставить найденную интегральную матрицу 2 в фор- 
мулу (112) и заменить в интегральной матрице У комплексные 
решения (если OHH HMeIOTCA) соответствующими вещественными 
решениями, в результате чего получим фундаментальную си- 
стему решений системы (97); 

д) составить линейные комбинации элементов полученной 
интегральной матрицы У (фундаментальной системы решений) 
по столбцам с произвольными постоянными коэффициен- 
тами Cy, Co, ..., Cn. Это и есть общее решение системы (97). 

Пример 8. Рассмотрим систему 

2 
— — | , — = ‘ 125 

ах 7 ах 7 (129) 

Матричным уравнением, соответствующим системе (125), будет 

АУ 
=YA, (126) 

dx 

где 

Y= У11 Y12 . = 0 1 | (127) 

Yor Yoo —1 0 

Приведем матрицу A к капоническому виду. Здесь характеристическое 
уравнение | 

| Ad | 0 (128) 
РА. 

имеет: простые корни Ay=—i, Л.=-—1 Поэтому каноническим видом мат- 
рицы A будет 

В fo 129 
~ |O —#. (129) 

Найдем S. Имеем B=SAS~!, BS=SA. Пусть 

s-|° ° 130 — с а ° ( ) 

Тогда 
0 а | |а6 0 1 

0—i| }c af fe al |—1 of: (131) 
откуда 

ia= —b } —ic=—d } 139 

ib=a "  —id=c (192) 

6=—ia, d=ic. Положив a=1, c=1, получим b=—i, d=i, так что 

1 —i 
S= . | j (133) 
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Интегрируя уравнение 

ae ZB, B ‘| (134) 
dx 7 7 0 —t! 

согласно формуле (103), находим 

etx 0 = 135 
0 e—tx (189) 

Подставляя Z в формулу Y=ZS, получим 
ix —i ix jeix 

Y= |\° = | || а a (136) O e-tx | { е-1х ie-t*x 

Заменим комплексные решения вещественными. Отделяя в решении 

 @it==cosx+isinx, —iei*=—i(cos x+i sin x) (137) 
вещественные и мнимые части, получим искомые вещественные решения: 

cos X, sin x, 

; | (138) 
sin x, —cos Хх, 

которые образуют фундаментальную систему решений. 
Общим решением системы (125) будет 

=C, cos Х+ С» sin x, У =С: + С? | (139) 

Yo=C, sin х-+ С. cos x. 

22. Структура фундаментальной системы решений однород- 
ной линейной системы с постоянными коэффициентами, уста- 
новленная в п. 19—20, дает возможность определить вид се- 
мейства решений, соответствующих данному характеристиче- 
скому числу. Для этого нужно взять линейные комбинации 
всех линейно независимых частных решений, соответствующих 
данному характеристическому числу с произвольными постоян- 
ными коэффициентами. В результате получим, что простому 
характеристическому числу A, соответствует семейство решений 
вида 

Yi Csye™*, Yo== Csy2e™*, у Yn = С$1темх. (140) 

Если же № — характеристическое число кратности №, то ему 
соответствует семейство решений вида 

Yi Py (x) e**, Yo== Po (x) eM, ..., Yn== Pn (х)емх, (141) 

где Pi(x), Po(x), ..., Pn(x) — полиномы степени He выше R—1,! 
коэффициенты которых являются линейными функциями OT R 
произвольных постоянных Cy, С», ..., Cr, так что среди всех 
коэффициентов всех полиномов P,(x), Pe(x), ..., Pn(x) произ- 

1 Эта степень равна наивысшей из степеней элементарных делителей, 
соответствующих характеристическому числу Ay.
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вольными являются R коэффициентов, а остальные выражаются 
через них (ср. п. 13). 

Полиномы Pi(x), Pe(x), ..., Pn(x) достигают наивысшей 
степени k—1l, когда характеристическому числу Ay соответствует 
один непростой элементарный делитель (^—11)*, и обращаются 
в постоянные числа, когда все элементарные делители простые: 

‘ Ам, АА, ..., АМ 

(Е элементарных делителей) (почему?). 
23. Пусть дана система 

п 

аук У 
dx ey OY (Е=1, 2, wey п). (142) 

Запишем ее в матричном виде 

dY 
— =YA. 14 dx YA (143) 

Приведем A к каноническому виду B=SAS—!, Сделаем под- 
становку 

Получим 

dZ 
ie =ZB. (145) 

Уравнение (145) называется каноническим матричным уравне- 
нием, а соответствующая ему однородная линейная система — 
каноническим видом данной системы (142). 

Для выяснения структуры канонической системы запишем 
ее в векторной форме 

a — B*z. (146) 

[Мы заменили В на B*, так как при переходе от обычной 
(и векторной) записи системы к матричной записи вида (143) 
матрица коэффициентов системы транспонируется. | 

Если матрица А имеет чисто диагональный канонический 
ВИД 

В = [71, Ao, ..., An], (147) 
то 

dz — 
Ge == [м ha, Ley An | г (148)
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ИЛИ 

dz 

“de MA 
dz» 2. 

ах _ 222,  § (149) 

dz, 
dx =An2n. | 

Таким образом, если элементарные делители матрицы A 
простые, то независимо от того, будут сами характеристические 
числа простыми или кратными, система (142) приводится 
к чисто диагональному виду (149). 

При этом если среди характеристических чисел имеются 
комплексные, то и соответствующие уравнения в канонической 
системе (149) окажутся комплексными. Их можно заменить 
вещественными. В самом деле, пусть \м=Рр-Н9. Тогда p—ig 
тоже будет характеристическим числом. Пусть р—{9==^2. Заме- 
ним пару комплексных уравнений 

dy, _, 42 _ 
ie == N14; We == hole (150) 

соответствующей парой вещественных уравнений. Введем BMe- 
CTO Yi И Yo новые неизвестные функции и и 9, положив 

и==и-Н, уз=и— 1, (151) 

где и и о — вещественные функции от х. Подставляя и=и-- 
-+iv в первое из уравнений (150), находим 

аи _ .dv Te ti gg = (Pt 9) (utiv), (152) 
откуда 

du dv 
dx = pu— qu, dx = po+qu. (153) 

Эта пара вещественных уравнений и заменяет пару (150). 
В случае, когда канонический вид матрицы А квазидиаго- 

нальный: 

B=[Ip, (2), /ь, (№), ..., Tog (As) ], (154) 

система (146) запишется так:
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Е — [75 (а), 1* (ha), ..., 1 (48) 2 (155) 

ИЛИ 

——— =\24+22, 

го ” 

—— = А 22-23, 

dz 01—1 у 
——_ =AiZ29,-1 Te dx 01 + Pts 

(156) 

N
 

e 

dx =AsZn—p gt t 2n—p.g42s 

dx =)s2n—p 542+ 2n-p, +3) 

° 

——— =Asén-1+2n, 

=Ag2n. 

dx 

Такой вид канонической системы называется квазидиагональ- 
ным. Система (156) состоит из $ групп. Каждому элементар- 
ному делителю соответствует своя группа, причем число урав- 
нений в каждой группе равно степени элементарного делителя. 

Проинтегрировав системы уравнений, образующих каждую 
группу (эти системы интегрируются последовательно, причем 
каждый раз дело сводится к интегрированию линейного урав- 
нения), получим общее решение всей системы (156). Так как 
любая система (142) приводится к каноническому виду, то тем 
самым вновь доказывается, что система (142) всегда может 
быть проинтегрирована в элементарных функциях. 

Возможность приведения любой системы (142) к канониче- 
скому виду есть основной результат теории линейных систем 
с постоянными коэффициентами, ибо дает право при изучении 
многих вопросов общей теории дифференциальных уравнений, 
приводящихся к изучению линейных систем дифференциальных 

7
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уравнений с постоянными коэффициентами, ограничиться : рас- 
смотрением систем канонического вида, что, значительно облег: 
чая исследование, не умаляет общности полученных резуль- 
татов. ‘ 

Пример 9. Рассмотрим систему 

ау 
— =Yot Уз, 

dye 

—— =Yity2—Ys, р + 57} d 
dy3 

dx Yot Уз 

Здесь одно характеристическое число Ay=O простое, а другое двукратное: 
Аз=Аз=| с непростым элементарным делителем (^—1)? (почему?). Поэтому 

В=[1 (0), 15(1)] (158) 
и система (157) приводится к квазидиагональному каноническому виду’. 

421 ) 

dx | ~ 
dz» 

dx 

dzs 

dx 

=22+2s, (159) 

24. Рассмотрим систему 

п 

ax», 
ees 

DT ant (Е=Ъ, 2, ..., п). (160) 

1—1 

Она определяет (в числе других) нулевое решение 

X4==0, х2=0, ..., Л, ==0 (161) 

Из вида фундаментальной системы решений и общего. реше- 
ния следует, что: | 

1) для того чтобы решение (161) было асимптотически 
устойчивым, в смысле Ляпунова при f—~»- oo, необходимо и до- 
статочно, чтобы все характеристические числа имели отрица: 
тельную вещественную часть (почему?); 

`’ 2) если хоть одно из характеристических чисел имеет поло- 
жительную вещественную часть, то решение (161) неустойчиво 
(почему?); and
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‚9) если среди характеристических чисел нет таких, которые 
имеют положительные ‘вещественные части, но имеются харак- 
теристические числа, вещественные части которых равны нулю, 
то решение (161) устойчиво (неасимптотически), когда все эле- 
ментарные делители, им соответствующие, простые, и неустой- 
чиво, если хотя бы один из этих элементарных делителей не- 
простой (почему?). 

25. Об устойчивости решений нелинейных систем иногда 
можно судить на основании рассмотрения соответствующих 
линейных систем. 

Пусть дана нелинейная автономная система 

dxp . 

at D>) xt fale Xa, ..., Xn) (R=I1, 2,..., п), (162) 
l=1 

где ак, — постоянные вещественные числа; fp — ряды по степе- 
HAM X14, Xo, ..., Xn, Начинающиеся с членов не ниже второго 

измерения: 

oo 

— > (Е) mim т Ге (хи, XQ, ..., Хп) а тит, ... ть xi x? ... xn 

MitMoe+ +m, 22 у 

(k=1,2,..., п), (163) 
сходящиеся в области 

|| < г, [^2| <r, ..., | Xn | <r. (164) 

Если в правых частях системы отбросить все нелинейные 
члены |, то получим линейную систему (160) 

п 

dx 
a = У tnt (k=1, 2,..., п), 

l=1 

которая называется системой первого приближения для систе- 
мы (162). 

Теорема Ляпунова. 1) Если все характеристические 
числа системы первого приближения (160) имеют отрицательные 
вещественные части, то решение (161) системы (162) устойчиво 
и притом асимптотически, каковы бы ни были члены высших 
порядков в уравнениях системы (162); 

2) если хоть одно из характеристических чисел системы пер- 
вого приближения имеет положительную вещественную часть, 
то решение (161) системы (162) неустойчиво при любом вы- 
боре fr;
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3) если среди характеристических чисел системы первого 
приближения нет таких, вещественные части которых положи- 
тельны, но имеются характеристические числа, вещественные 
части которых равны нулю, то решение (161) системы (162) 
в зависимости от выбора [к может оказаться как устойчивым, 
так и неустойчивым! 

В первых двух случаях вопрос об устойчивости нулевого 
решения системы (162) полностью решается рассмотрением 
вопроса об устойчивости этого решения для системы первого 
приближения: если для системы (160) решение (161) асимпто- 
тически устойчиво (неустойчиво), то оно будет асимптотиче- 
ски устойчиво (неустойчиво) и для системы (162). В третьем 
случае при исследовании вопроса об устойчивости системы (162) 
приходится принимать во внимание и члены более высокого 
порядка, входящие в правые части этой системы. 

$ 6. ЗАДАЧИ 

М атвеев. Сборник задач, № 920, 922, 924, 927, 935, 
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975, 977, 978, 980, 983, 985, 987, 991, 1012, 1015, 1018, 1024, 
1027, 1028, 1030, 1031, 1033. 
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МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 

$ 1. ОДНОРОДНОЕ ЛИНЕЙНОЕ УРАВНЕНИЕ 

1. Во введении было дано понятие об уравнении с частными 
производными первого порядка, его решении и о задаче Коши 
(в случае двух независимых переменных). В этой главе изуча- 
ются линейные уравнения общего вида и дается понятие о неко- 
торых методах интегрирования нелинейных уравнений. 

Если в уравнение с частными производными первого порядка 

ди Ou ди 
o (x, Xo, ..., Xn, И. ...  ) =0 ] ’ ’ ’ n Ox, OX» ’ ’ OXn ’ ( ) 

где U==U(xX4, Xo, ..., Xn) — искомая функция OT независимых 
переменных %4, X2, ..., Xn; Ф — известная функция своих аргу- 
ментов, частные производные от искомой функции входят 

линейно, то такое уравнение называется линейным. Следо- 

вательно, линейное уравненне может быть записано так: 

9 
Х! (х1, XQ, ..., и) хо tka №, :.., Xn, и) 5: -...- 

X92 

Ou 
+Xn (x4, X2. ee 8g Xn; и) дх =R (x, X2, oo y Xny и). (2) 

В случае, когда правая часть R тождественно равна нуло, 
а коэффициенты X14, Xo, ..., Xn не зависят от переменной и 
(т. е. от искомой функции), линейное уравнение (2) принимает 
ВИД 

X4(X4, Xe, ..., Xn) =— oe "НХ, (x4, №2, ..., Xn) —— i oo + 

Ou 
+Xn (хи, XQ, ..., Xn) Ox, —0 (3) 

и называется однородным. В противном случае оно называется 
неоднородным. Так, уравнение 

Oz Oz 
Ox +y oy —0, (4) 

где г — неизвестная функция от х и 9, ‘однородное, 
а уравнения
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Oz Oz 
xa ty ay = 22 (5) 

И 

Oz Oz 

неоднородные. 
Рассмотрим однородное уравнение (3). Предположим, 

что X4, X2, ..., Xn определены и непрерывны вместе со своими 
частными производными по всем аргументам в некоторой 
окрестности начальной точки (хо, №...) №) и не обращаются 

в этой точке одновременно в нуль. Пусть, например, 

Xn (x, x, ..., x0) 520. (7) 

Мы будем рассматривать вопрос о. нахождении решений урав- 
нения (3), определенных в некоторой окрестности указанной 
точки, т. е. будем искать функции определенные и непрерывно 

0 0 0 дифференцируемые в окрестности точки (x°, №, ..., №), 

которые обращают уравнение (3) в тождество. 
Заметим прежде всего, что однородное уравнение (3) всегда 

имеет решение вида 
u=C, (8) 

где c==const. Такие решения будем называть очевидными. 
Покажем, что при сделанных предположениях относительно 
коэффициентов уравнения (3) оно имеет бесчисленное множе- 
ство неочевидных решений. 

2. Рассмотрим систему обыкновенных дифференциальных 
уравнений в симметрической форме 

dx, __ dx» — _ 

X1(X4, Xo... Xn) ХА, №...) №) = — 

АхХп 

— Xn (X41, XQ, ..., Xn) ’ (9) 

знаменатели которой суть коэффициенты уравнения (3). Эта 
система называется системой обыкновенных дифференциальных 
уравнений в симметрической форме, соответствующей однороод- 
ному линейному уравнению с частными производными (3). 

Теорема. 1) Если функция (x1, x2, ..., Xn) есть непре- 
рывно дифференцируемый интеграл системы (9), TO и= 
= (x1, Х2, ..., Xn) является решением уравнения (3); 

2) если ии (№, №, ..., Xn) #const — решение уравнения 
(3), TO и (X14, №2, -..., Ап) — интеграл системы (9).
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В самом деле, первое утверждение следует из определения 
интеграла системы дифференциальных уравнений в симметри- 
ческой форме, данного на стр. 126 

Справедливость второго утверждения также почти очевидна. 
В самом деле, нужно доказать, что полный дифференциал функ-. 
ции #1 (№1, №, ..., Xn) тождественно равен нулю в силу систе- 
мы (9), т. е. 

du, Ош Ou, 
du, |) == —— X,4+ — Xo+...+—— X,=0. 10 

1 la dx, т OXe т +r OXn " ( ) 

Но это следует из того, что и= ил (хи, х2,..., Xn) есть решение 
уравнения (3). ` 

Из установленной теоремы вытекает, что задачи интегриро- 
вания уравнения (3) и системы (9) равносильны. 

3. При сделанных предположениях система (9) имеет ровно 
п—| независимых интегралов 

ара (Ха, №2, ..., Xn), po (X41, XQ, ..., Xn), ...у 

Wn—-1(X4, 2, ..., Xn), (11) 

определенных и непрерывно дифференцируемых в некоторой 
окрестности начальной точки (x, x, ..., x), так как при 
этих предположениях система (9) равносильна нормальной 
системе п—1 уравнений 

dx, _ Х! dx» —__ Xe AXn—s _ Xn—-1 12 
dXn — Xn ’ ха — Xn ee | AX — Xn , ( ) 

правые части которых определены и непрерывно дифференци- 
руемы в некоторой окрестности точки (x), x0), ..., x), 

а тогда система (12) имеет ровно п—1 независимых ‘интегралов, 
непрерывно дифференцируемых в некоторой окрестности этой 
точки (см. гл. V, п. 12). Любая непрерывно дифференцируемая 
функция от интегралов (11) 

u=F (ps, фо, ..., Pn—t) (13) 
также будет интегралом системы (9) (почему?) и, следователь- 
но, решением уравнения (3). Решение (13), где Г — произволь- 
ная непрерывно дифференцируемая функция от своих аргумен- 
тов, будем называть общим решением уравнения (3). 

Рассмотрим случай двух независимых переменных. В этом 
случае уравнение (3) обычно записывают в виде 

д д 
P(x, y) =. +0 (х, бу =0, (14)



324 Гл. VIII. Уравнения с частными производными 1-го порядка 

где = — неизвестная функция от хиу, а P(x, y) и Q(x, и) — 
заданные функции OT х и и. 

Каждому решению уравнения (14) соответствует в простран- 
стве (х, у, 2) некоторая поверхность — интегральная поверх- 
ность уравнения (3) (см. введение, стр. 9). 

В рассматриваемом случае система (9) вырождается в одно 
уравнение 

ax ae (15) 
P(x, y) = Q(x, и) 

Пусть (x, У) — интеграл этого уравнения. Тогда общим реше- 
нием уравнения (14) будет 

2=Е [4 (х, y)], (16) 

где / — произвольная непрерывно дифференцируемая функция. 
Геометрически общему решению (16) соответствует семейство 
интегральных поверхностей, зависящее от произвольной функ- 
ции Р. 

Пример 1. Рассмотрим уравнение 

х— ФУ ди +25; =o (17) 

Соответствующая ему система дифференциальных уравнений в симме- 
трической форме 

= = (18) 

y 2 
= —, = — (19) 

x x 

(см. гл. IV, п. 14). Поэтому общим решением уравнения (17) будет 

| у 2 
u=F (= =) . (20) 

x x 

Пример 2. Для уравнения 

Oz Oz о 

Ox ду (21) 

находим 

ах ау С + 
— = x = = 1 _ 1 | +y ’ фр x у, (22)
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4. Задача Коши для уравнения с частными производными 
первого порядка (1) состоит в нахождении решения 

U=U(X1, №2, ..., Xn), (23) 

которое при фиксированном значении одной из независимых 
переменных, например Xn, обращается в заданную непрерывно 
дифференцируемую функцию от остальных переменных, т. е. 

U=(%1, №, ..., Хи) При Xn—= xO), (24) 

Условие (24) называется начальным условием решения (23). 
В случае двух независимых переменных, т. е. для уравнения 

Ф(х. y, 2, a =) —0, (25) 

задача Коши состоит в нахождении решения 

2=2(х, и), (26) 

удовлетворяющего начальному условию 

z=9(y) при х=%ь, (27) 
т. е. ищется интегральная поверхность (26), которая проходит 
через заданную кривую 2=Ф(у), х=хо, лежащую в плоскости 
Х=Хо (см. введение, стр. 12). 

При постановке задачи Коши для однородного линейного 
уравнения (3), чтобы было обеспечено существование решения, 
фиксируют значение той независимой переменной, для которой 
коэффициент при соответствующей частной производной от 
искомой функции отличен от нуля в начальной точке 
(x), хо, ..., ХО). В нашем случае в силу условия (7) нужно 

фиксировать Xn. 
Итак, будем искать решение уравнения (3), удовлетворяю- 

щее начальному условию (24). 
Для этого воспользуемся независимыми интегралами (11) 

системы (9). Положим в них х„==х® и обозначим полученные 

функции через Yi, Po, ..., Wn: 

4 (ха, XQ, «205 Xn, x) =p, 

ape (Хи, x2, ra | Xn-4, х®) = ho, 

| (28) 

фи- (24 2, ..., Ant, ХО) = фи. |
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Система (28) разрешима относительно ди, X2, ..., Хи в некото- 
рой окрестности начальной точки (х®, x), ..., x) (почему?). 

Найдем 
\ 

&1 — @1 (pi, ‘po, wey и), 

Ха 2 (фа, Pa ..., фи), (29) 

Xn1—=On—-1 (M1, pe, cy и). J 

Построим функцию 

ин —Фф [ os (фа, tho, ...у 4-1), 62 (фл, tp2, ...у м1), sy ; 

On—1 (фа, 2, ..., Фи) ]. (30) 

Эта функция и является искомым решением поставленной зада- 
чи Коши (3)—(24) (почему?). 

В случае двух независимых переменных получаем 

Oz Oz 
P(x, у) > +Q(x, у) ay =0, 

z=Q(y) при x—Xo, 

d d 7 
>= д. p= (x, у), р. (31) 

p (Xo, y) =, y=o/(p), 

z=of of (*, 9) I}. 
Пример 3. Рассмотрим уравнение (17) 

и поставим начальное условие 

| и=у+=2 при х=2. (32) 

Здесь X,(x, и, г) =х. Имеем X4(2, у, 2)==0 (какие бы значения Yo, 
Zo ни взять), так что существование решения задачи Коши (17)—(32) обес- 
печено. 

Полагая в интервалах (19) системы (18) х=2, получаем 

y=2%, 2=94рь. (34)
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Искомым решением будет 

2(y+2) 
и=2р: +24» или и= x (35) 

Пример.4. Найти интегральную поверхность уравнения 

Oz Oz 0 36 
— — Kf — = , 

‘ох “бу (36) 
проходящую через кривую 

z=y? при x=0. (37) 

В начальном условии (37) фиксировано значение x. Коэффициент при 
Oz 
5х в уравнении (36) будет отличен от нуля в любой точке (0, Yo), где Yo #0. 

x : | 

Такую точку и возьмем за начальную. В окрестности такой точки решение 
задачи Коши (36) — (37) обеспечено. 

Соответствующее уравнение в симметрической форме 

ах ау 3 
nr (38) 

имеет интеграл 

ф=х?-+у?. (39) 
Полагая в нем х=0, находим 

y?=p, (40) 
откуда 

ye V9. 
Искомым решением будет . 

z=p(x, у) или 2=x?+y? (41) 

(см. введение, стр. 13). 

$ 2. НЕОДНОРОДНОЕ ЛИНЕЙНОЕ УРАВНЕНИЕ 

5. Рассмотрим неоднородное линейное уравнение 

ди ди 
Х1 (№4, Xo, ..., Xn, И) —— + Аа (жа, №, ..., Xn, U) — +... 1 (5х1, X2 ny U) о РА, № и) д, + + 

, u 
+Xn (1, X2, woe, Xn, и) =R (x1, X2, ...)» Xn, и). (1) 

OXn 

Предположим, что коэффициенты Ха, Xo, ..., Xn и правая 
часть А определены и непрерывны вместе с частными произ- 
водными в некоторой окрестности начальной точки (x), x) ..., 

xO, uO), причем 
n 

Xn (x, x”), ...) x), u) 0, (2)
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Будем искать решение уравнения (1) в неявном виде 

У (№1, хз, ..., Xn, И) =0, (3) 

где И — некоторая непрерывно дифференцируемая функция 
своих аргументов, причем 

(0) (0) (0) (0) 
OV Х1 , X92 о... п, u sin 4) 20 (4) 

Продифференцируем соотношение (3) по Xz, считая и функ- 
‚ Xn, ОПределяемой (согласно теореме о неяв- пией от Ха, Xo, ... 

ной функции) уравнением (4). Находим 

OV OV ди 

дхь т ди дхь —0 GST, 2.0.4 м), (5) 

откуда 

OV 

Ou OXk ae — 6 on =— ду PRN Be (6) 
Ou 

и перенося все члены Подставляя (6) в (1), умножая на 5 

в левую часть, получим 

ду OV OV OV 
Mya РА К. Ато, Ки =0. (7) 

Уравнение (7) есть однородное линейное уравнение 
с искомой функцией У. Соответствующая ему система в сим- 
метричной форме 

а — axe — — Чт — Чи (8) 
XX, °° Xn R 

имеет п независимых интегралов 

, Xn, И), ..., Wn (Xt, X2, ..., Xn, И) (9) pi (Ха, X2, ... 

(почему?). Поэтому 

(10) У—=Е(фа, фз ..., Pn) 

будет общим решением уравнения (7).
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Подставляя (10) в (3), получим искомое решение уравне- 
ния (1) в виде 

Е (ps, tpo, ..., Wn) =0. (11) 

Это соотношение, где F — произвольная непрерывно диффе- 
ренцируемая функция, будем называть общим решением урав- 
нения (1). Если удастся фактически разрешить (в элементарных 
функциях) уравнение (11) относительно и, то получим общее 
решение в явном виде 

и—| (Ха, №2, ..., Xn), (12) 

где | — произвольная непрерывно дифференцируемая функция. 
В случае двух переменных имеем уравнение | 

Oz Oz 
P(x, у, 2) 9х 1 @ (>, у, 2) ду = А (х, у, 2), (13) 

где г=2(х, у). Система (8) принимает вид 

ах ау dz ` 

P-QO7R m4) 
Если wi(x, y, 2), e(%, y, 2) — независимые интегралы этой си- 
стемы, TO общее решение уравнения (13) имеет вид 

Е(фь 42) =0. (15) 
6. Задача Коши для неоднородного линейного уравнения (1) 

состоит в нахождении решения 

и—И (хи, №2, ..., Xn), (16) 

удовлетворяющего начальному условию 

u=(%, XQ, ..., Xn-1) при Xn =X), (17) 

где ф — заданная непрерывно дифференцируемая функция. 
Для решения задачи Коши (1)— (17) воспользуемся незави- 

симыми интегралами (9) системы (8). Полагая в них Хх. =хХ®, 

получаем 
— ) 

ара (ха, №2, oee yg Xn—1y x), и) = 1, 

ape (ха, XQ, ...) Ап x), и) = ар», ( (18) 

e ®, e 4 e ® e a 

Pn (ха, №2, ..., Xn-4y x”), и) ар”.
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Разрешая эту систему относительно Хи, X2, ..., Хи, И, 
находим 

ХА вл (41, фз, ..., фи), 

Х2= 62 (фи, po, wey pn), 

(19) 

Xn—1==Wn-1 (фа, ‘he, ...у Pn); 

И—® (Ча, pa...) Pn). 

Подставляя эти значения Хи, Х», ..., Xn_4, и в равенство 

u=@(xX1, Хо, ..., Xn-14) и заменяя ф на 4р, получим 

© (1, (..° фр») —ф[®л (41, wey pn), We (фл, и. pn), wees 

Oni (tpi, ...,› Pn) ]. (20) 
Это уравнение и определяет искомое решение (в неявном виде) 
(почему?). 

В случае двух независимых переменных имеем 

Oz Oz 
P(x, у, 2) ay TLC у, = ди =К(® у, 2), 

2=Ф(у) при x—Xp, 

ах ау dz 
PQ В’ aps (Xx, у, 2), Mp2 (х, у, 2), | (21) 

фи (хь у, 2) =, | у=ен(фь pe), 

ф2(хо, у, 2) =r, | Z=O (фи, 2), 
@ (фи, 2) =ф[ел (фи, ф2)]. ) 

$ 3. НЕЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

7. Рассмотрим нелинейное уравнение с частными про- 
изводными первого порядка в случае двух независимых пе- 
ременных 

F (x, у, г, р, 9) =0, (1) 

Oz Oz. 
Ox’ q= ду’ 

ная непрерывно дифференцируемая функция своих аргументов 
в некоторой окрестности начальной точки (Xo, Yo, 2, Po, 4), 
зависящая от ри g нелинейно. 

где г — искомая функция от X и у; p= Е — задан-
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Оказывается, что задача интегрирования одного’ уравнения 
вида (1) является более трудной, чем интегрирование системы 
двух совместных уравнений такого вида, т. е. имеющих 
решение, общее для обоих уравнений системы. 

Рассмотрим систему 

F(x, у, 2, р, 9) =0; Ф(х, у, 2, р, 9) =0. (2) 
Предположим, что, разрешая ее относительно р и Q, получим. 

р==А (х, у, 2); 9=В\(х, у, 2), (3) 
где А и В непрерывно дифференцируемы в некоторой окре- 
стности начальной точки (Xo, Yo, 20). 

Найдем необходимое условие совместности системы (3). 
Предположим, что существует функция 2==2(х, у), удовле- 
творяющая каждому из уравнений этой системы и имеющая 

Oz Oz 022 . 
ax’ dy и axoy в некоторой 

окрестности начальной точки (хо, yo). Дифференцируя уравне- 
ния (3) соответственно по у и по x, считая г==2(х, у), получим 

022 OA OA 02z OB OB 

непрерывные частные производные 

дхду — ду т дг В; дудх — Ox т Oz A. (4) 

Отсюда следует, что 

0A OA ОВ ОВ 

ay t a2 Poe tae A ee У) (5) 
(почему?). Условие (5) и есть необходимое условие совместно- 
сти системы (3). | 

Для того чтобы система (3) не только была совместна, но 
и существовало семейство решений, зависящее хотя бы 
от одной произвольной постоянной, необходимо, чтобы условие 

ОА OA ОВ OB 
ay + dz В би tae ^ (6) 

выполнялось тождественно относительно х, у, г в рассматривае- 
мой области. 

Можно доказать, что тождественное выполнение условия (6) 
является и достаточным для существования такого семейства 
решений 1 

Если условие (6) выполняется тождественно относительно 
х, у, г, то оно называется условием полной интегрируемости 
системы (3). | 

1 Степанов, стр. 357—359.
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Пример 1. Рассмотрим систему 

Oz Oz 
— 2x27 42x24 2xy2?-1; — =—2y, (7) 
Ox ду 

Проверяя выполнение условия совместности (6), получаем 

4xy+2x(—2y) =0+0. (2х2+2х2+2ху2—1). (8) 

Это условие выполняется тождественно относительно х, у и 2. Поэтому 
система (7) вполне интегрируема. (Она имеет семейство решений, зависящее 
от одной произвольной постоянной... 

Первое из уравнений (7), если в нем фиксировать у, есть линейное 
уравнение относительно 2. Интегрируя его, находим 

ве“ | C(y) + аще — 1) г-на» |. (9) 

где C(y) — произвольная непрерывно дифференцируемая функция от у. Так 
как 

х 

ff (e@+2xy2—1) е-=? dy= — у?е-=? 4 J 2xte-* dx— [ e-*dx= 

= — y2e—*? — хе-*?- [es dx— еек (y+) е—*', (10) 

то (9) перепишется в виде 

2=С(у) e*—y?—x. (11) 

Выберем C(y) так, чтобы функция (11) удовлетворяла и второму из урав- 
нений (7). Дифференцируя (11) по у, получаем 

Oz 
—— =C’(y) e*?—2y. у (у) у (12) 

Поэтому C(y) нужно определять из условия 

C’(y) е=*—2у=— 2y, (13) 
откуда \ 

C’(y) =0, С(у)=С. (14) 
Следовательно, | 

z=Cex?—y?—x, (15) 

8. Уравнением Пфаффа называется уравнение вида 

P(x, у, z)dx+Q(x, у, z)dy+R(x, у, г)42=0. (16) 
В это уравнение все переменные x, у, 2 входят симметрично, 
и любую из них можно принять за искомую функцию. Пред- 
положим, что коэффициенты Р, Q и К определены и непрерывны 
вместе с частными производными в окрестности начальной 
точки (хо, Yo, 20) и не обращаются в этой точке одновременно 
в нуль. Например, будем считать, что 

Ю (хо, Yo, 20) 0. (17)
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Тогда уравнение (16) можно переписать в виде 

Р Q 
R R 

Найдем условие, при котором уравнение Пфаффа имеет 
семейство решений (интегральных поверхностей), зависящее от 
одной произвольной постоянной. Так как на всякой интеграль- 
ной поверхности 2г==(х, у) должно выполняться основное со- 
отношение 

dy. (18) 

Oz Oz 
dz= —dx+ — а 19 9х 4% ay 49 (19) 

(аналогичное основному соотношению 4у=у’ах 
в случае интегральной кривой обыкновенного уравнения первого 
порядка), то для интегральных поверхностей имеем 

д д Р 
© dx ay ау=— —d < ау, (20) дх R R 

откуда вследствие независимости dx и dy получаем, что иско- 
мые интегральные поверхности должны удовлетворять системе 
уравнений 

Oz P Oz Q 

“ox В ay Е 21) 
(почему?). Уравнение Пфаффа (16) равносильно системе (21). 
Дело сводится, таким образом, к нахождению условия полной 
интегрируемости системы (21). 

Для системы 

дг Oz 
“Ox. =A (x, у, 2); ‘ду. —=В (х, у, г) (22) 

условие полной интегрируемости имеет вид 

OA ОА OB OB 

ay * dz ox * Oz” (23) 
причем OHO должно выполняться тождественно в рассматривае- 
мой области. Записывая условие (23) для системы (21), по- 
лучаем 

в) 
1 00  Q OR (4.22 ва) (-+-). (24) =~ "R Ox 1 Re бк"
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Умножим обе части на А? и соберем члены при Р, Q и В: 

Для удобства запоминания условие (25) можно записать в виде 
следующего мнемонического равенства 

Р Q R 

aa 2 
Р Q К 

Если условие (25. выполняется ‘тождественно, то оно назы- 
вается условием полной интегрируемости уравнения Пфаффа. 
При выполнении условия (25) интегрирование уравнения 
Пфаффа приводится к интегрированию системы (21). При этом 
существует семейство рещений, содержащее одну произвольную 
постоянную. 

Пример 2. Рассмотрим уравнение 

(22+ 2xz+2xy2—1) dx—2Qydy—dz=0. (27) 

Проверяя выполнение условия полной интегрируемости (25), находим 

(2x? + 2xz+ 2xy?— 1)-(O—0) + (—2y) (2x—0) + (—1) (0—4ху) = 0. 

Следовательно, ‘уравнение (27) допускает семейство интегральных поверх- 
ностей, зависящее от одной произвольной постоянной. Принимая г за иско- 
мую функцию, заменим уравнение (27) системой 

Oz Oz 
м =2x2+2xz2+2xy2?-—1, — =—2y. (28) 
Ox Oy 

Эта система, а следовательно, и уравнение (27) имеют семейство решений 

z=Ce*?—y?—x (29) 

(см. п. 7). 

9. Рассмотрим нелинейное уравнение общего вида 

F(x, y, 2, р, 9) =0. (30) 
Соотношение вида 

V(x, y, 2, а, 6) =0 или 2=9(х, y, а, 6), (31) 

где а и 6 — произвольные постоянные; = — решение уравне- 
ния (30), называется полным интегралом уравнения (30).
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Уравнение (30) эквивалентно уравнению, получаемому ис- 
ключением а и O из системы 

У (x, y, 2, а, 5) =0, | 

OV OV 

Ox т Oz p=0, (32) 

OV OV 

Oy т Oz q=0 | 

ИЛИ 

2=ф(х, y, a, 6), 

— 9 
Ox’ (33) 

_ 99 
Oy 

Пример 3. Уравнение 

22 (1+ р?+ 9?) =R? (R=const) (34) 

имеет полный интеграл вида 

(x—a)?+ (y—b)?+2?2=R?. (35) 

Пример 4. Для уравнения 

z=pxt+qy+pq (36) 
полным интегралом будет 

z=ax+by+ab. (37) 

Рассмотрим метод Лагранжа — Шарпи нахождения полного 
интеграла уравнения (30). Основная идея этого метода состоит 
в том, что для уравнения (30) находится такое другое уравнение 

D(x, у, 2, р, 9) =а, (38) 

где а — произвольная постоянная, чтобы система 

F(x, y, г, р, 9) =0; D(x, у, г, р, 9) =a (39) 

была разрешима относительно р и 4 и чтобы полученная 
в результате этого разрешения система 

p=A(x, У, 2, а); 4==В (х, у, 2, а) (40) 

была вполне интегрируема. Задача состоит в том, чтобы по 
заданной функции Ё найти надлежащим образом функцию Ф. 

Предположим, что F и Ф непрерывны вместе с частными 
производными в окрестности начальной точки (Xo, Yo, 20, Po, Jo), 
в которой
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Е (хо, Yo, 20, Po, Jo) =0; W(Xo, Yo, 2, ро, Jo) =a (41) 

и якобиан 

5-0. (42) 

Тогда система (39) разрешима относительно р и 4 в окрестно- 
сти этой точки, т. е. определяет функции: (40), где 

А (Xo, Yo, 20, а) — ро, В (Xo, Yo, ‘20, a) = qo. (43) 

Условие полной интегрируемости для системы (40) запи- 
шется так: 

ap Op 04 09 

“ay a2 9 Ox + Oe ! (44) 
где p=A(x, у, 2, а); q=B(x, у, г, а). Заменим в нем частные 
производные от р и 4 их значениями, которые можно найти 
из системы (39) при помощи неявного дифференцирования. 

Дифференцируя равенства (39) относительно 2, считая в них 
рид функциями от х, у, 2, определяемыми формулами (40), 
получаем 

Г др 09 __ 7 Op / 09 __ 

да Ида Фа: 19а = 49 
откуда 

Е’ FY Е, Е’ 

др oo | 04 Ф’ 0 
9 FOF? 0 =F OF ` (46) 

р q р 

Ф’ Ф” Ф’ Ф’ 
р а р а 

Аналогично дифференцируя равенства (39) сначала по х, по- 
том по у, получим две системы уравнений, из которых найдем: 

Е’ ЕЁ’ Е’ Е’ 

oo | д ФФ’ 
oF) pe Py (47) Ox Е’ Е Oy ‘° Е’ Е’ 

pq pq 
Ф’ Ф’ Ф’ Ф’ 

р а pq 
7 др 049 09 _ Op | 

Подставляя найденные значения 9= de’ дх 1 ay в условие 

(44) и освобождаясь от знаменателя, получим 

Fr F’ +-F* p FY Р, 2’ 9 
Ф’ Oo’ +0! p Ф’ Ф’ +0 9 =0. (48) 
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Это условие должно выполняться тождественно относительно 
xX, Y, =. 

Из условия (48) следует, что функция Ф должна удовле- 
творять однородному линейному уравнению с частными 
производными первого mpm 

9Ф | ‚с, OW 
Fax Е St РЁ. 9) op — 

ОФ (Р-Р) 2? (РЕ 9) © =o. (Fo + py = on (FO +P. 9) да 0 (49) 

Введя для кратности обозначения 

Е’ =X, Е, =У, Е’ =, Е, =P, Fi =Q (50) 

(X, У, Z, Ри О — известные функции OT х, Y, г, ри 09, так как 
функция Ё известна), перепишем уравнение (49) в виде 

9Ф 9Ф om 
“Oy Qa, (Pe+ 9) Ge — 

д 
(+22) SP — (+29) 50 =0. (51) 

Составляем соответствующую этому уравнению систему 
обыкновенных дифференциальных уравнений в симметрической 
форме 

“ dy dz dp dq (52) 

Q Pp+Qq —(A+Zp) — (7-29) © 
Нам нужно найти только один первый интеграл этой системы 
вида Ф=а, где а — произвольная постоянная, причем функ- 
ция Ф должна удовлетворять поставленным выше условиям. 

На практике нужно сразу составить систему (52), найти ее 
первый интеграл, построить систему (39), перейти к системе 
(40) и проинтегрировать последнюю, в результате чего появится 
новая произвольная постоянная 6, и мы получим полный инте- 
грал данного уравнения (30). 

Пример 5. Рассмотрим уравнение (36) 

Z=pPX+qy + pq. 

Здесь X=—p, Y=—q, Z=1, P=—x—-gq, Q=—y-—p. Поэтому, составляя 
систему (52), находим 

ах ау dz dp dq 

—x-g —y—-p —px—qy-2pq 0 0. 
(53)
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Очевидно, 

р=а (54) 
будет первым интегралом этой системы, причем система (39) примет вид 

z=xp+yqtpq, р=а (55) 
и будет разрешима относительно р и 9. Получим 

z—ax 
р=а; q= | (56) 

y+a 

Эта система вполне интегрируема (почему?). Интегрируя ee, найдем полный 
интеграл уравнения (36) в виде (37). 

$ 4. ЗАДАЧИ 

Матвеев. Сборник задач, № 1064—1068, 1072, 1073, 1075, 
1077—1080, 1231—1233.



ПРИМЕРНЫЕ TEMbI КОНТРОЛЬНЫХ РАБОТ 

Контрольная работа № 1 

1. Определить область задания уравнения, область сущест- 
BOBaHHA решения задачи Коши, область существования и един- 
ственности, указать особые точки и особые линии; изучить поле 
направлений, определяемое этим дифференциальным уравне- 
нием (найти изоклины, построить изоклины и’=0, y’=1, у’=оо, 
определить направление поля в точках, лежащих на осях коор- 
динат, указать области возрастания и убывания решений, найти 
линии экстремумов, установить направление вогнутости и найти 
линии точек перегиба); сделать схематический набросок семей- 
ства интегральных кривых; проинтегрировать уравнение, найдя 
все решения; изучить поведение интегральных кривых в окре- 
стности особых точек, на границе области задания уравнения 
и на бесконечности по аналитическому виду интегральных кри- 
вых; сделать рисунок: | 

у 
—; 6 ‘=2yly—l1|; в ’— —. р ) у Vig—1]; ву rr: a) y= 

2. Проинтегрировать уравнение 

2(у—2ху—ж уу) =0 
и найти решение, удовлетворяющее начальным условиям: 

а) y=1 при х=1, 6) y=0 при х=1, 

выяснив предварительно вопрос о существовании и единствен- 
ности его. 

3. Найти по аналитическому виду уравнения 

2(ax-+ уу—х?)ах—ау=0 

кривые, подозрительные на особые решения, и проверить, бу- 
дут ли они особыми решениями? 

4. Найти общий интеграл уравнения 

(=+ £ +xy ) dx—( т. +y) dy=0.
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5. За какое время вода, заполняющая полусферическую чашу 
диаметром 2 м, вытекает из нее через круглое отверстие ра- 
диуса 0,1 м, вырезанное на дне чаши? 

Указание. Скорость течения воды v=0,6 у 2gh, где A — высота столба 

воды над отверстием. 

6. Проинтегрировать уравнение 

y2—2y’+4x—4y+1=0 

и найти решение, удовлетворяющее начальным условиям: 

а) y=1 при х=0; 6) y=O при х=0, 

выяснив предварительно вопрос о существовании и единствен- 
ности его. 

7. Найти по аналитическому виду уравнения 

уу —1=0 
кривые, подозрительные на особые решения, и проверить, бу- 
дут ли они особыми решениями? 

8. Проинтегрировать уравнение 

уз—у-х=0. 

9. Найти кривую, касательная к которой удалена от начала 
координат на расстояние а. 

10. Найти силовые линии поля, создаваемого силами, имею- 
щими потекциал 

(сделать рисунок). 

Контрольная работа № 2 

1. Проинтегрировать уравнение 

у” =sin 42. 

Найти решение, удовлетворяющее начальным условиям: 

у=0, y’=0 при х=0. 

2. Найти решение уравнения 

y” = 1242, 

удовлетворяющее краевым условиям: 

у=0 при х=—1, y=0 при х=] 

(сделать русинок).
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3. Проинтегрировать уравнение 

| у ху"у =0 
и найти решение, удовлетворяющее начальным условиям: 

y=0, y’=0 при х=0, 

выяснив предварительно вопрос о существовании и единствен- 
ности его (сделать рисунок). 

4. Найти интегральную кривую уравнения 
yy” — у — 1 =(), 

касающуюся прямой у=| в точке (0, 1), доказав предвари- 
тельно, что искомая кривая существует и единственна. и опре- 
делив направление вогнутости искомой кривой в точке (0, 1) 
(сделать рисунок). 

5. Проинтегрировать уравнение 
yy” —y’*+yy’ ig x—0 

и найти решение, удовлетворяющее начальным условиям: 

y=1, y’=1 при х=0, 

исследовав предварительно вопрос о существовании и единст- 
венности искомого решения и определив направление вогнутости 
искомой интегральной кривой в начальной точке (сделать _ри- 
сунок). 

6. Проинтегрировать уравнение 

xyPy" + yy’ — у’ =0. 
7. Точка массы т движется по оси Ох под действием силы 

Е(х), направленной по оси Ох и зависящей только от поло- 
жения точки. Найти зависимость f¢ от х, если известно, что 

X= о, —=Up>>0 при #=0. 
ах 

dt 

8. Проинтегрировать систему 

у=у2; г=— 2 ~ 2 

и найти решение, удовлетворяющее начальным условиям: 

y=1, 2==2 при х=1, 

выяснив предварительно вопрос о существовании и единствен- 
ности искомого решения. Исследовать поведение найденного. 
решения при x—>0.
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9. Найти общий интеграл системы 

dx __ ау = dz 

хр) yu (P +e) 2)” 
10. Доказать, пользуясь теоремой Пикара, существование и 

единственность решения, удовлетворяющего поставленным на- 
чальным условиям; оценить область существования решения; 
построить второе приближение к искомому решению (по методу 
Пикара): | | 

| 
а) y+ x—2 y=0, у=1 при х=1; 

6) у=ж—у-2, } 
: < 

2=yt2—] (|x| <2, ly| <1, |z| <1), 

y=0, 2=0 при x=—0; 
в) y”’+xy=0, y=1, y’=0 при х=0. 

Контрольная работа № 3 
ра 

1. Проинтегрировать уравнение 

уу =2х—е— ех— 2 sin x, 

найдя частное решение методом неопределенных коэффициен- 
TOB. 

2. Найти общее решение уравнения 
у"'—у”--4у’—4у= 8 cos* х— 4х. 

3. Материальная точка единичной массы движется по оси Ох 
под влиянием силы (—5Х), притягивающей ее к началу коорди- 

dx . 
нат, силы сопротивления среды (-2 =) и внешней силы, Ha- 

правленной по оси Ox и равной e cos 21 в момент времени {. 
Составить дифференциальное уравнение движения этой точки. 
Найти движение, определяемое полученным уравнением и на- 
чальными условиями: 

dx 
x=0, a? при #=0. 

4. Проинтегрировать уравнение 

” 1 | 

ев) 
методом вариации произвольных Постоянных.
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5. Проинтегрировать уравнение 

ху” + xy’ —y = 8x3. 

Найти решения, обладающие свойством 

у—0, У—0О при х—>0. 

6. Проинтегрировать уравнение 

x” —x=2e'+1, 

найдя предварительно операционным (операторным) методом 
частное решение, удовлетворяющее начальным условиям: 

x=0, х’=0 при t=0. 

7. Найти общее решение уравнения 

хз" — (24x) у’--2у—0, 
если известно, что оно имеет частное решение в виде полинома. 
Исследовать поведение решений при x—0. 

8. Найти фундаментальную систему решений уравнения 

у’—ху’-Зу=0 
в виде рядов по степеням X, нормированную в точке х=0 
(указать область сходимости этих рядов) и построить общее 
решение. 

9. Какие начальные данные можно задавать, чтобы задача 
Коши имела единственное решение; чтобы это решение было 
голоморфно? Оценить область существования решения и радиус 
сходимости степенного ряда, представляющего решение: 

| и 

а) и; 9 =9; 6) у y=. ie 

Контрольная работа № 4 

1. Найти общее решение системы 

ау 
dx == 2y 74 3x+1, 

т _4y—92—6x—1 ар =49—22—6%— 
) 

методом исключения. Выделить решение, удовлетворяющее 

начальным условиям: | 

y=0, г=—1 при х=0.
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2. Проинтегрировать систему 

dx } 
ie 
dy . 

‘dt =xX—y+zZ, | 

dz 

ate | 
методом интегрируемых комбинаций и методом Эйлера. Иссле- 
довать устойчивость нулевого решения (при {—--со) по виду 
характеристических чисел (будет иметь место устойчивость, 
неустойчивость, асимптотическая устойчивость или условная 
уСтойчивость?). 

3. Найти общее решение системы 

dx _ 
di 9’ 
ау 
dt —=X—&, 

az _y_y 
dt 7 

f 

методом Эйлера. Исследовать устойчивость нулевого решения 
при #>--со по виду характеристических чисел. 

4. Найти общее решение системы 

dx | af — —9o-t it =x+y—2e-1, 

dy - 
ym etyte 

методом вариации произвольных постоянных. Выделить реше- 
ние, обладающее свойством: 

х—>0, yO при tt >-+oo. 

5. Найти общее решение системы 

dy, ) 

dx Ys | 
d 
7 = ии» 

матричным методом.
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6. Найти точки равновесия системы, указать тип точки равно- 
ресия в случае, когда она изолированная; найти общее решение 
системы в форме Коши (полагая &%=0), траектории движений, 
определяемых этой системой, указав на рисунке стрелками на- 
правление движения при возрастании времени 1, и исследовать 
устойчивость нулевого решения (при #>- о): 

а). dt 6) | dt 8) dt 

dy = —X—Y; dy =X: dy = 

| dt | | at | at 

7. Найти особую точку уравнения, определить тип ee, при- 
вести уравнение к простейшему (каноническому) виду, постро- 
ить схему расположения интегральных кривых в окрестности 
особой точки и исследовать устойчивость нулевого решения со- 
ответствующей этому уравнению автономной системы: 

a) ау _ x+y 6) ау _ x+2y 
dx x+2y’ ах Qx-+ty' 

8. Проинтегрировать уравнение 

ди ди Ou 

Найти решение, удовлетворяющее начальному условию 

u=y’+z при х=1. 

9. Проинтегрировать уравнение 

Найти интегральную поверхность, проходящую через кривую 

z= x’, y=0.
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